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ANALISIS KESTABILAN MODEL MANGSA PEMANGSA HUTCHINSON
DENGAN WAKTU TUNDA DAN PEMANENAN KONSTAN

Ali Kusnanto, Lilis Saodah, Jaharuddin
Departemen Matematika FMIPA-IPB

ABSTRAK. Model dalam tulisan ini merupakan modifikasi model Lotka-
Volterra yang disusun oleh Hutchinson dengan mempertimbangkan waktu tunda
terhadap populasi mangsa dan sebuah parameter pemanenan konstan pada kedua
populasi mangsa-pemangsa. Analisis kestabilan dilakukan terhadap model tanpa
waktu tunda dan dengan waktu tunda. Untuk model tanpa waktu tunda diperoleh
tiga titik tetap yang bersifat sadel dan simpul/spiral stabil, sedangkan titik tetap
pada model dengan waktu tunda terdapat titik tetap yang bersifat sadel dan spiral
stabil/tidak stabil. Untuk model dengan waktu tunda, semakin besar nilai waktu
tunda mengakibatkan munculnya limit cycle dan terjadi bifurkasi Hopf. Kondisi
bifurkasi Hopf akan terulang kembali pada saat nilai waktu tunda dinaikkan lagi.

Kata Kunci: model Hutchinson, waktu tunda, pemanenan, bifurkasi Hopf, mangsa-
pemangsa

1. PENDAHULUAN

Salah satu model mangsa pemangsa yang paling terkenal adalah Model Lotka-Volterra
yang dikenalkan pada tahun 1926. Asumsi dasar dari model mangsa pemangsa Lotka-
Volterra adalah bahwa setiap populasi mengalami pertumbuhan atau peluruhan
eksponensial. Kemudian untuk membangun model yang lebih realistis Ruan dalam [1]
telah mereview beberapa model mangsa pemangsa dengan waktu tunda. Beberapa model
yang disebutkan dalam tulisan ini adalah model type Kolmogorof, tipe Gause, model
Wangersky-Cunningham dan model Hutchinson.

Baretta dan Kuang [2] juga sudah menambahkan waktu tunda untuk respons
pemangsa terhadap mangsa dengan memilih respon fungsionalnya berbentuk Holling
Tanner Il..Dalam hal ini diasumsikan bahwa penggunaan waktu tunda pada sistem ini
disebabkan karena adanya waktu yang diperlukan populasi pemangsa dalam memangsa
mangsanya. Dalam tulisan ini juga sudah dipaparkan adanya batas waktu tunda sehingga
terjadinya bifurkasi Hopf.

Model yang dibahas dalam tulisan ini adalah model Hutchinson yang sudah diawali
pembahasannya dalam [1] dan [2]. Dalam tulisan ini, untuk menganalisis model
Hutchinson tersebut dilakukan transformasi ke dalam model lain yang lebih sederhana
seperti yang telah dilakukan dalam [3]. Untuk pembahasan masalah kestabilan sistem
tanpa waktu tunda akan didasarkan pada nilai eigen dari matriks Jacobi terhadap
pelinearan sistem persamaan diferensial model Hutchinson. Langkah-langkah
pembahasan cara pelinearan dan pencarian kestabilan sistem dapat dilihat dalam [4].
Pendukung teori untuk sistem dengan waktu tunda dapat dibaca pada [5].

2. TINJAUAN PUSTAKA/RUMUSAN MASALAH

Dalam tulisan ini akan dibahas model mangsa pemangsa May yang dikembangkan
oleh Hutchinson dengan memasukkan waktu tunda pada mangsa dan pemanenan konstan

257



Analisis Kestabilan Model Mangsa Pemangsa ...

untuk mangsa dan pemangsa [3]. Representasi model tersebut dapat dituliskan dalam
persamaan (3.1) berikut :

dx(t) xXt—rt
=rxt 1- —axtyt —Ext,
dt
(3.1
dy(t
%:—cyt +pxtyt —Eyt,

dimana x,y = 0, dan konstanta, K, 7, a, ¢, B, Ex, E;, > 0, dengan

x :banyaknya populasi mangsa pada waktu t,

y : banyaknya populasi pemangsa pada waktu t,

r  : laju instrinsik dari mangsa,

K :daya dukung lingkungan untuk populasi mangsa dalam ketiadaan pemangsanya,

T . waktu tunda atau perlambatan,

¢ lajuinstrinsik dari pemangsa,

a :tingkat interaksi antara mangsa dan pemangsa yang berpengaruh terhadap populasi
mangsa,

B :tingkat interaksi antara mangsa dan pemangsa yang berpengaruh terhadap populasi
mangsa,

E, :upaya pemanenan populasi mangsa,

E, :upaya pemanenan populasi pemangsa.

Tanpa mengurangi keumuman pembahasan, dalam tulisan ini dipilih Ey, = E, = E
dengan E konstanta positif. Selanjutnya dengan melakukan substitusi r, =r — E,K; =

—T_TE K, c; = ¢ + E, akan diperoleh persamaan (3.2) berikut :
dx(t) _— xt—rt -
ar K, ax ty
(3.2)
dy(t
DO o eyt wpreye,

Selanjutnya, diasumsikan r > E yang merepresentasikan laju pertumbuhan instrinsik
populasi pemangsa lebih besar dibanding upaya pemanenannya.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Model tanpa waktu tunda (t = 0)
Terdapat tiga titik tetap yang mungkin, yaitu T; = 0,0 ,T, = K;,0 ,T3 = x*,y* =
%H(Z};—[;—Cl) . Agar titik tetap T; memiliki komponen-komponen yang bernilai positif,
maka K, 8 — ¢; > 0. Pada titik tetap T3, batasan upaya pemanenan yang dinyatakan oleh
E diberikan sebagai berikut

r(Kif — ¢1)
(KB +1)°

Analisis Kestabilan dilakukan dengan mencari nilai eigen pada masing-masing titik tetap.
Nilai eigen dilakukan dengan menggunakan matriks Jacobi dari persamaan (3.2), yaitu

0<EL
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Hn—2——-ay —ax
By —c1 + Bx

Jika titik tetap T; = (0,0) disubstitusikan ke dalam matriks Jacobi, maka akan diperoleh
nilai eigen 1, = r;, 1, = —c;. Hal ini mengakibatkan titik tetap bersifat sadel [4].

Jika titik tetap T, = K;,0 disubstitusikan ke dalam matriks Jacobi, maka diperoleh
nilai eigen A, = —ry, 4, = —c; + BK;. Karena semua parameter diasumsikan bernilai
positif, maka A; < 0 dan A, bergantung pada nilai parameter SK; dan c; yang digunakan.
Jika BK; — c; > 0, maka kestabilan titik tetap T, bersifat sadel, dan bersifat simpul
stabil, jika BK; — ¢; < 0.

Jika titik tetap T5 disubstitusikan ke matriks Jacobian, maka diperoleh

1101 —ac,
; _ BK: B
%,Til(ﬁg}{_lcl) Kipry —nc
aK;
Sehingga nilai eigen titik tetap T3, akan memenuhi persamaan
r r 2 r
POl il il (3.3)

2

Berdasarkan nilai eigen pada persamaan (3.3) dengan A, # A, terdapat beberapa
kemungkinan, yaitu:
f 101 2 4'T1C1
i) BK. B, BK; —¢c; >0 sehlngga
Dalam hal ini titik tetap bersifat simpul stabll
.. r1Cq 2 4-7‘101 . r1C1
i) 5K (BK; — ¢1) < 0 sehingga BK < 4(fK; — 1)
Dalam hal ini t|t|k tetap bersifat spiral stabil.
Agar titik tetap T5stabil, maka nilai eigen harus negatif, sehingga

(BK1 c1) > 0.

> 0, maka 1 _B_ > 0 sehingga

T1C1

> 4(BK; — ¢1)

ne, ne - ina
BK1 BK1
Selanjutnya, titik tetap T3d|mana 5 > Odan

4r1 cq

([31(1 cy) atau
T1(3K1_C1)
afKy
BKi > c;. Jadi diperoleh nilai eigen yang negatif, maka titik tetap T; stabil. Jenis
kestabilan titik tetap T didasarkan pada kedua kemungkinan di atas dan diberikan pada

Tabel 1.
Tabel 1 Kondisi kestabilan titik tetap

Kondisi Tl TZ T3
Sadel
rc .
BK —4(BKy —c1) Sadel Simpul
1 Stabil
>0
BKi > Sadel
rc .
BT —4(BK1 —¢1) Sadel Spiral
1 <0 Stabil
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Sadel Simpul Titik tetap
Stabil negatif

BKi < ¢

Dengan memilih nilai parameter K =110,r =1.1,¢=0.9,4=0.1,a=0.01 dan
E = 0.1 akan diperoleh solusi seperti dalam Gambar 1 berikut

peimanzsa
H

Gambar 1 Bidang fase dan bidang solusi simulasi 1

3.2 Model dengan waktu tunda (t > 0)

Model mangsa pemangsa dengan waktu tunda yang diberikan pada persamaan (3.2)
dianalisis dengan menggunakan pendekatan model linear di titik tetap T;. Untuk itu
dimisalkan ut =xt —x*, vt =yt —y". Jika pemisalan tersebut disubstitusikan
ke dalam persamaan (3.2) dan menyederhanakannya, maka diperoleh

dut) n . ot
Frak le u T —ax™v(t)
(3.4)
dvt .
P By*u t .

Analisis kestabilan di titik tetap T; pada model (3.4) ekivalen dengan analisis kestabilan
dari titik tetap model persamaan (3.2) setelah dilinearisasi. Jika persamaan pertama pada
persamaan (3.4) diturunkan terhadap t kemudian menggunakan persamaan kedua pada
persamaan (3.4), maka diperoleh

d?u n o dut—rt

dt2 K, x dt

Jika penyelesaian u = e** digunakan, maka diperoleh
A2+ APe™ +Q, =0 (3.5)

dengan P, = %x*, dan Q; = afx*y*. Berdasarkan persamaan (3.5) dapat disimpulkan

—ax*By*u t .

bahwa matriks Jacobi dari persamaan (3.2) di titik tetap T3 berbentuk

" -t *
——X e —ax
] = Ky
By* 0
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Bifurkasi Hopf terjadi pada saat nilai eigen bebentuk A = +iw, w > 0 [4]. Dengan
memisalkan nilai eigen A = +iw, w > 0, kemudian disubstitusikan ke dalam persamaan
(3.5) akan didapatkan persamaan karakteristik

—w? + iPywcos wt + Pywsin(wt) + Q; = 0. (3.6)
Kemudian dengan memisahkan bagian real dan imajiner pada persamaan (3.6) diperoleh

—w? + Pywsin(wt) + Q; = 0
Piwcos wt =0. (3.7)

Berdasarkan persamaan (3.7) diperoleh cos wt = 0 sehingga

+_I
wT —2+2kn

3
wr'=7+2kn, kel
atau
=4 2 e 2 3T L 01,2, (3.8)
2(A)+ w4 2(A)+ w4

dengan i adalah nilai waktut tunda z pada jarak k = 0,1,2, .... Selanjutnya persamaan
(3.7) dikuadratkan, maka diperoleh
PZw?sin? wt = w* —2Q;0% + Q
P?w?cos? wt =0. (3.9)
Jika kedua persamaan pada persamaan (3.9) dijumlahkan, maka diperoleh persamaan
polinomial untuk w sebagai berikut
wt— P?+20Q; w*+Q2=0
dengan akar-akar penyelesaian berbentuk:
wi =2 (P+20)% PZ+4Q; . (3.10)
Dari persamaan (3.10), didapatkan solusi positif pada w?. Selanjutnya dapat ditemukan
nilai T,}—L dengan mensubstitusikan w3 ke dalam persamaan (3.8).

Pada kasus ini, nilai parameter yang digunakan sama dengan tanpa waktu tunda yaitu
r=11, K=110, a =0.2, c=0.9, $ =0.1, dan E = 0.1.. Selanjutnya dilakukan
pemilihan nilai waktu tunda yang memenuhi Tabel 2 yang sesuai dengan nilai r,% pada
persamaan (3.8).

Tabel 2 Pemilihan nilai waktu tunda

k Ty )
0 1.57080 5.23599
1 7.85398 12.21730
2 14.13717 19.19862
3 20.42035 26.17994
4 26.70354 33.16126
5 32.98672 40.14257

Berikut akan diberikan simulasi nilai-nilai T yang berada di sekitar nilai-nlai batas
yang dituliskan dalam Tabel 1 di atas. Pertama diberikan nilai < 7. Selanjutnya
berturut-turut akan dipilih : ¢t <1<71y, 7, <1<7{, .7 <1<7],, dan 77 <1<75.
Tanpa mengurangi keumuman, dalam simulasi ini dipilih T =1, 3,6,10 dan 14.

Dengan memilih T = 1, sistem bersifat spiral stabil seperti yang ditunjukkan dalam
Gambar 2. Sistem masih memiliki perilaku yang sama dengan sistem tanpa waktu tunda
(bandingkan hasilnya dengan Gambar 1 sebelumnya).
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Gambar 2 Bidang fase dan solusi dengan waktu tunda 7 =1

Dengan menaikkan nilai T dan melewati ambang batas nilai 75 = 1.57080 maka
perilaku sistem akan berubah menjadi tidak stabil seperti diperlihatkan dalam Gambar 3
berikut ini. Karena pengaruh titik tetap ke satu dan ke dua yang sadel, ketidakstabilan
titik tetap ini akan terbatas pada suatu limit cycle. Berarti dalam sistem ini telah terjadi
bifurkasi Hopf [4].

Gambar 3 Bidang fase dan solusi dengan waktu tunda 7 = 3

Dalam Gambar 4 berikut, ditunjukkan berturut-turut adalah bidang fase dengan waktu
tunda 7 =6, 7 =10dan t = 14. Setelah munculnya limit cycle pada nilai T = 3 dan
sistem menjadi spiral tak stabil, maka jika nilai T dinaikkan melewati batas 7 = 5.23599.
sistem menjadi spiral stabil kembali. Jika nilai ini dinaikkan lagi, maka sistem akan
berganti lagi menjadi spiral tak stabil demikian seterusnya, seperti dalam rangkaian
Gambar 4 berikut.
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Gambar 4 Bidang fase dengan waktu tunda 7 = 6,7 = 10 dan 7 = 14.

Dari rangkaian simulasi di atas, telah ditunjukkan secara simulatif, bahwa membesarnya
nilai waktu tunda akan menyebabkan perubahan ketidakstabilan sistem yang berganti-
ganti antara spiral stabil menjadi spiral tak stabil dan sebalinya.

4. KESIMPULAN

Dari analisis model tanpa waktu tunda diperoleh tiga titik tetap. Kestabilan titik tetap
pertama selalu bersifat sadel, sedangkan titik tetap kedua akan bersifat sadel atau stabil
tergantung parameter laju interaksi pemangsa terhadap mangsa yang digunakan.
Sedangkan untuk titik tetap ketiga yang bernilai positif bersifat stabil. Parameter laju
interaksi pemangsa dan laju interaksi mangsa mempengaruhi percepatan kestabilan dan
pertumbuhan populasi mangsa pemangsa berdasarkan titik tetap model.

Populasi mangsa pemangsa pada model juga dipengaruhi oleh adanya waktu tunda
terhadap mangsa dan upaya pemanenan. Populasi mangsa dengan waktu tunda akan
mengalami perubahan kestabilan dari stabil ke tidak stabil dan sebaliknya. Membesarnya
nilai waktu tunda mengakibatkan terjadinya bifurkasi Hopf dan munculnya limit cycle.
Kondisi bifurkasi Hopf akan terulang kembali pada saat nilai waktu tunda dinaikkan lagi.
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