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KATA PENGANTAR

Seminar Nasional Sains adalah kegiatan rutin yang diselenggarakan oleh Fakultas
Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Institut Pertanian Bogor sejak Tahun 2008. Tahun
ini adalah penyelenggaraan yang ke-5, dengan tema “Sains Sebagai Landasan Inovasi dalam
Bidang Energi, Lingkungan dan Pertanian Berkelanjutan”.

Kegiatan ini bertujuan mengumpulkan peneliti-peneliti dari berbagai institusi
pendidikan dan penelitian baik perguruan tinggi maupun lembaga-lembaga penelitian dari
seluruh Indonesia untuk memaparkan hasil-hasil penelitian terkait penerapan sains (statistik,
biosains, klimatologi, kimia, matematika, ilmu koputer, fisika, dan biokimia) pada
peningkatan produktivitas pertanian dalam arti luas. Seminar Nasional Sains V ini akan diikuti
oleh lebih dari 200 orang peserta dengan sekitar 80 peserta sebagai pemakalah pada sesi
presentasi paralel yang berasal dari berbagai perguruan tinggi dan lembaga penelitian di
Indonesia.

Diharapkan dari kegiatan ini dapat memberikan informasi perkembangan sains,
memicu inovasi-inovasi teknologi yang berlandaskan sains, meningkatkan interaksi dan
komunikasi antar peneliti, pemerhati, dan pengguna sains dan teknologiserta menjalin
kerjasama riset dan penerapan sains dan teknologi antar peneliti, pemerhati, dan pengguna
sains dan teknologi khususnya yang terkait dengan peningkatan produktivitas pertanian.

Pantia mengucapkan selamat mengikuti seminar, semoga memberikan manfaat
sebesar-besarnya.

Bogor, November 2012
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PENGGUNAAN METODE HOMOTOPI PADE' UNTUK MENYELESAIKAN
MASALAH LOTKA-VOLTERRA LOGISTIK

Embay Rohaeti', Jaharuddin?, Ali Kusnanto®
Universitas Pakuan, Bogor *
Departemen Matematika FMIPA-IPB, Bogor 2
Departemen Matematika FMIPA-IPB, Bogor ®

ABSTRAK

Dalam penelitian ini masalah Lotka—Volterra dan Lotka—Volterra Logistik diselesaikan
dengan metode homotopi dan metode homotopi Pade'. Metode homotopi adalah suatu
metode pendekatan analitik untuk menyelesaikan suatu masalah taklinear. Penyelesaian
dengan menggunakan metode homotopi ini dilakukan dengan memisalkan
penyelesaiannya dalam bentuk deret yang umum. Metode homotopi Pade' merupakan
pengembangan dari metode homotopi. Hasil penyelesaian dengan menggunakan metode
homotopi Pade' dilakukan dengan menggunakan penyelesaian yang diperoleh dari
metode homotopi. Dalam hal ini persamaan dari penyelesaian dengan metode homotopi
diubah ke dalam bentuk fungsi rasional. Hasil penyelesaian metode homotopi dan metode
homotopi Pade' dibandingkan dengan penyelesaian numerik, hasil perbandingan tersebut
menunjukan bahwa metode homotopi Pade' lebih baik daripada metode homotopi karena
metode homotopi Pade' dapat lebih memperbesar daerah kekonvergenan dan
menghasilkan galat yang sangat kecil.

Katakunci : Metode homotopi, Metode homotopi Pade', Lotka—Volterra and Lotka—Volterra Logistik.

1 PENDAHULUAN

Makhluk hidup di bumi ini terdiri dari bermacam-macam spesies yang berbentuk populasi
dan hidup bersama. Makhluk hidup selalu bergantung kepada makhluk hidup yang lain. Tiap
individu akan selalu berinteraksi dengan individu lain yang sejenis atau lain jenis, baik
individu dalam satu populasi atau individu-individu dari populasi lain. Ada beberapa jenis
interaksi yang dapat terjadi antar spesies. Salah satu interaksi tersebut adalah predasi yaitu
hubungan antara mangsa (prey) dan pemangsa (predator). Interaksi ini sangat erat kaitannya
karena tanpa mangsa, predator tidak dapat bertahan hidup karena tidak ada sumber makanan.
Sebaliknya predator berfungsi sebagai pengontrol populasi mangsa.

Fenomena tersebut dapat dijelaskan dalam suatu model matematika yaitu model

Lotka—Volterra atau disebut juga model mangsa-pemangsa. Model matematika tersebut
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umumnya dinyatakan dalam bentuk persamaan tak linear. Masalah tak linear ini biasanya
sulit diselesaikan secara analitik. Karena penyelesaian analitiknya sulit diperoleh, maka pada
penelitian ini penyelesaian numerik diasumsikan sebagai penyelesaian sebenarnya. Adapun
tujuan dari penelitian ini adalah : menggunakan metode homotopi dan metode homotopi
Pade' untuk menyelesaikan masalah pada model Lotka—Volterra dan Lotka—Volterra
dengan logistik, membandingkan penyelesaian numerik dengan penyelesaian Metode

homotopi dan homotopi Pade' dan menginterpretasikan hasil yang diperoleh.

2 MODEL DAN METODE

Model Matematika

Berikut ini diberikan model interaksi antara dua spesies yang berbeda, satu spesies
disebut mangsa (Prey) dan spesies lainnya disebut pemangsa (Predator), model ini disebut
juga model mangsa pemangsa atau model Lotka—\Volterra [1]. Model yang diungkapkan oleh

Lotka—Volterra sebagai berikut

% = ax(t) — ex() (1)

dy =—ey(t)+ fx(t)y(t).

dt
dan model Lotka—Volterra dengan logistik adalah
% = ax(t) —ex() y(¢) — bx? (x)
@ 1)+ )y(t
i ey(t) + fx () y(2).

Kondisi awal X(0)=n, dan (0)=n,,dengan X(t) dan y(t) masing-masing
merupakan banyaknya populasi mangsa dan pemangsa pada waktu ¢. Parameter a, b, ¢, e, f,
menunjukkan interaksi antara kedua spesies, dengan a menunjukan kelahiran mangsa, b
menunjukan tingkat interaksi antar mangsa yang mengakibatkan berkurangnya mangsa, c
menunjukan tingkat interaksi antar mangsa dan pemangsa yang mengakibatkan mangsa

berkurang, e menunjukan laju kematian pemangsa yang diakibatkan kematian secara alami, f
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menunjukan tingkat interaksi antara pemangsa dan mangsa yang mengakibatkan pemangsa
bertambah.
Metode Homotopi

Berikut ini diberikan ilustrasi konsep dasar metode homotopi berdasarkan alur pada [2],[3]
dan [4]. Tinjau sistem persamaan diferensial berikut: A[y]: 0, dengan A4 suatu operator
turunan tak linear dan y fungsi yang akan ditentukan.

Didefinisikan fungsi homotopi sebagai berikut

HILP(x,q), Y, (), B(x),h,q]=Q—a) LI #(x,q) - Y, (X) ]-ghB(X) A [#(x,q)]

dimana £ operator linear, ¢ fungsi yang bergantung pada x dan parameter g, Yy, (X)
pendekatan awal dari penyelesaian, h parameter bantu dan fungsi bantu B(x). Pada saat

q =0, diperoleh fungsi ¢#(x,0)= Yy, (x) yang merupakan penyelesaian dari H[¢, v, ,

B,h,q] = 0. Pada saat g =1, diperoleh fungsi ¢#(x,1) = y(x) yang merupakan

penyelesaian dari Hi[¢ , v, , B,h,1] = 0 atau A[¢(x,1)] =0. Jadi fungsi ¢(x,1) merupakan

penyelesaian pendekatan masalah tak linear dengan metode homotopi. Penyelesaian ¢(x.,1)

dimisalkan dalam bentuk deret berikut
P(x1) = yo () + D v, (),
m=1

dengan  y,(x) merupakan pendekatan awal yang diberikan, dan y (x), m=12,...,

akan ditentukan. Untuk menggunakan metode homotopi pada masalah Lotka—Volterra
dengan logistik, didefinisikan :

L1 = Lz = g
ot

Alpy) =2 "’g; D _ag(t,q) + bt )(1.0) + et 0w (t,q)
_oy(t,q)

A2[¢>V/] _T+6W(t7Q)_f¢(taq)l//(t=Q)'
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Sedangkan penggunaan metode homotopi pada model Lotka—\Volterra sama seperti di atas

tetapi b = 0. Penyelesaian model Lotka — Volterra dengan logistik dinyatakan dalam bentuk

X(0) = ptD) = xg () + > %, (1)

YO =y ) = 5@+ 3, O,

dengan x,(z) dan y,(z) pendekatan awal yang masing—masing dipilih berbentuk
xo(t) =n, +t, dan y,(¢) =n, +t,dimana n, dan n, banyaknya mangsa dan pemangsa.
Bentuk x, (¢)dan y, (¢),m =12,... ditentukan oleh persamaan berikut

Sl U, X R CX)

X, (0) = 2% s (O + 1| (

m—1)! oq"" /=0
(L Al ) (s,
ym (t) = Zmym—l (t) + h2 2 m—. dS’ (1)
! (m—-1)! o™ o
] B O,m<1
engan x,, = 1m >1.
Metode Homotopi Pade’

Metode homotopi Pade’ merupakan pengembangan dari metode homotopi. Dalam hal ini

penyelesaian masalah tak linear dinyatakan dalam bentuk
> pitt
k=0
n i ’
D it
k=0

dengan p, dan g, ditentukan berdasarkan penyelesaian dalam metode homotopi, dan m, n

R, () =

masing—masing orde metode homotopi yang digunakan.
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3 HASIL DAN PEMBAHASAN

Berikut ini akan dibahas dua kasus, yaitu model Lotka—Volterra dan model Lotka—Volterra

dengan logistik, kedua kasus tersebut diselesaikan dengan menggunakan metode homotopi

dan metode homotopi Pade'. Berikut ini langkah-langkah yang harus dilakukan dalam

penyelesaian masalah tersebut

1. Masalah pada model Lotka—Volterra dan Lotka—Volterra dengan logistik diselesaikan
berdasarkan metode homotopi dan penyelesaiannya dinyatakan dalam bentuk deret
sebagai berikut

x(t) = ixm @) dan y() =y, )

2. Metode homotopi Pade' untuk masalah pada model Lotka—\Volterra dan Lotka—\Volterra
dengan logistik tersebut dilakukan dengan langkah—langkah berikut :

a. Membentuk persamaan berikut
x(@).q,(t)—p,®)=0 dan y(@)q,()—p,()=0,

dengan x(t) dan y(t) merupakan penyelesaian yang diperoleh dari penyelesaian
metode homotopi.

b. Menentukan nilai p, dan g, dari langkah (a).
c. Menggunakan p, dan ¢, yang telah diperoleh pada (b) ke dalam penyelesaian

R, ,(¢) yang merupakan penyelesaian masalah pada model Lotka—Volterra dan

Lotka—Volterra dengan logistik menggunakan metode homotopi Pade'.

Kasus | : Model Lotka—Volterra

Dalam kasus ini terdapat interaksi dua spesies antara spesies mangsa dan spesies
pemangsa. Pada kondisi awal dimisalkan banyaknya mangsa lebih besar dari pemangsa.
Dipilih n, =7, n, =5dan a=1,¢=0.1,e=0.5, f=0.1.

Berdasarkan persamaan (1) diperoleh
x, ()= 2.5t-0.1t"-0.0333333¢’
y, (1) = 0.35t°+0.0333333¢"

x,(z) = 2.5t+1.15t"-0.453333t’-0.0525¢"
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4

y,(1) = 1.6t°+0.178333t°+0.0025¢

dan seterusnya diperoleh x, (¢) dan y, (z),m = 3,4,.... Sehingga penyelesaian berbentuk

xX(@)=x,()+x,@)+x,(t) +...
V(@) =y (D) + (D) + (O +...

Dengan metode homotopi Pade’, diperoleh penyelesaian model Lotka—\Volterra berbentuk
R2,2(t)'

Grafik penyelesaian berdasarkan metode homotopi dan metode homotopi Pade'
dapat dilihat pada Gambar 1. Pada Gambar 1 juga diperlihatkan perbandingan penyelesaian
sebenarnya pada model Lotka—\Volterra dengan penyelesaian berdasarkan metode homotopi
dan metode homotopi Pade'.

[ i Pade x
25
- Homotopi x

20 [ Sebenarnya x

L - Pade y
15
[ — Homotopi y

- Sebenarnya y

10

I I I I I I
t
05 1.0 15 2.0 25 3.0

Gambar 1 Penyelesaian hampiran model Lotka—Volterra.

Berdasarkan Gambar 1 penyelesaian hampiran dengan metode homotopi Pade' lebih
mendekati penyelesaian sebenarnya, dengan daerah kekonvergenan yang lebih luas
dibandingkan penyelesaian metode homotopi. Untuk penyelesaian x(z) dan y:(z), daerah
kekonvergenan dengan metode homotopi masing-masing adalah [0,0.1] dan [0,0.7],
sedangkan daerah kekonvergenan dengan metode homotopi Pade' masing-masing adalah
[0,0.1] dan [0,0.1]. Galat dari kedua metode tersebut ditunjukkan pada Gambar 2.
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Gambar 2 Galat penyelesaian hampiran model Lotka—Volterra.

Kasus Il : Model Lotka—Volterra dengan logistik

Dalam kasus ini terdapat interaksi dua spesies antara spesies mangsa dan spesies
pemangsa. Pada kondisi awal dimisalkan banyaknya mangsa lebih besar dari pemangsa.
Dipilih , =10, n, =5 dan a=1,b=0.1, ¢=0.1,e=05, f =0.1.

Berdasarkan persamaan (1) diperoleh

x,(2) =4t-0.75t"-0.0666667t"

y,(¢) =1.5t +0.5t°+0.0333333¢°

x,(2) =4t-0.25t"-1.41667t-0.0166667t'+0.005t"

y,() =1.5t+3.25t°+0.183333t°-0.0291667t"-0.00166667t"

dan seterusnya diperoleh x, (¢) dan y, (¢),m = 3,4,... Sehingga penyelesaian berbentuk
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x(t) =x,(t)+x, () +x,(t) +...
YO =y D)+ (D) +y, (D) +...

Dengan metode homotopi Pade', diperoleh penyelesaian model Lotka—Volterra berbentuk
R, ,(1).

Grafik penyelesaian berdasarkan metode homotopi dan metode homotopi Pade'
dapat dilihat pada Gambar 3. Pada Gambar 3 juga diperlihatkan perbandingan penyelesaian
sebenarnya pada model Lotka—Volterra dengan penyelesaian berdasarkan metode homotopi

dan metode homotopi Pade'.

40 - Pade x
— Homotopi x
30 - P —
_— Sebenarnya x
- Pade y

— Honmotopi y

- Sebenarnya y

.
\
—-10r \

Gambar 3 Penyelesaian hampiran model Lotka—\Volterra dengan logistik.

Berdasarkan Gambar 3 penyelesaian hampiran dengan metode homotopi Pade' lebih
mendekati penyelesaian sebenarnya, dengan daerah kekonvergenan yang lebih luas
dibandingkan penyelesaian metode homotopi. Untuk penyelesaian x(z) dan 3:(z), daerah
kekonvergenan dengan metode homotopi masing-masing adalah [0,0.1] dan [0,0.5],
sedangkan daerah kekonvergenan dengan metode homotopi Pade' masing-masing adalah
[0,0.3] dan [0,1.5]. Galat dari kedua metode tersebut ditunjukkan pada Gambar 4.
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Gambar 4 Galat penyelesaian hampiran model Lotka—Volterra dengan logistik.

Pada Gambar 5, ditunjukkan perbandingan penyelesaian model Lotka—Volterra berdasarkan

orde yang digunakan, yaitu orde dua dan orde empat.
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Sehenamya y

Patex

Homtopi x

Sedenamya X

Patey

Homotopi y

e Shenamya y

Gambar 5. Perbandingan orde penyelesaian hampiran model Lotka—Volterra.

Pada Gambar 5 juga diperlihatkan bahwa semakin tinggi orde yang digunakan, semakin

mendekati penyelesaian sebenarnya baik itu menggunakan metode homotopi maupun metode

homotopi Pade'. Semakin tinggi orde yang digunakan, metode homotopi

Pade' lebih baik

dibandingkan dengan metode homotopi, hal ini terlihat pada daerah kekonvergenan dengan

metode homotopi Pade' yang lebih luas dan galat yang dihasilkan lebih kecil, seperti

ditunjukkan pada Gambar 6.
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Gambar 6. Perbandingan orde galat penyelesaian hampiran model Lotka—\Volterra.

4 KESIMPULAN

Model Lotka—Volterra dan model Lotka—Volterra dengan logistik diselesaikan
dengan menggunakan metode homotopi dan metode homotopi Pade'. Hasil penyelesaian
dengan menggunakan metode homotopi dimisalkan dalam bentuk deret yang umum,
sedangkan hasil penyelesaian dengan menggunakan metode homotopi Pade' dilakukan
dengan menggunakan penyelesaian yang diperoleh dari metode homotopi. Dalam hal ini

persamaan dari penyelesaian dengan metode homotopi diubah ke dalam bentuk fungsi
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rasional. Keakuratan penyelesaian yang diperoleh dengan metode homotopi dan metode
Homotopi Pade' didasarkan pada tingginya orde yang digunakan. Semakin tinggi orde yang
digunakan, penyelesaiannya akan semakin mendekati penyelesaian sebenarnya.

Penyelesaian yang diperoleh dengan metode homotopi dan metode homotopi Pade'
dibandingkan dengan penyelesaian sebenarnya. Hasil perbandingan tersebut menunjukkan
bahwa semakin tinggi orde yang digunakan, metode Homotopi Pade' lebih baik dari metode
Homotopi. Hal ini terlihat pada daerah kekonvergenan metode Homotopi Pade' yang lebih
luas dan galat yang dihasilkan lebih kecil.
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