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KATA PENGANTAR 

 

Seminar Nasional Sains adalah kegiatan rutin yang diselenggarakan oleh Fakultas 

Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Institut Pertanian Bogor sejak Tahun 2008. Tahun 

ini adalah penyelenggaraan yang ke-5, dengan tema “Sains Sebagai Landasan Inovasi dalam 

Bidang Energi, Lingkungan dan Pertanian Berkelanjutan”. 

Kegiatan ini bertujuan mengumpulkan peneliti-peneliti dari berbagai institusi 

pendidikan dan penelitian baik perguruan tinggi maupun lembaga-lembaga penelitian dari 

seluruh Indonesia untuk memaparkan hasil-hasil penelitian terkait penerapan sains (statistik, 

biosains, klimatologi, kimia, matematika, ilmu koputer, fisika, dan biokimia) pada 

peningkatan produktivitas pertanian dalam arti luas. Seminar Nasional Sains V ini akan diikuti 

oleh lebih dari 200 orang peserta dengan sekitar 80 peserta sebagai pemakalah pada sesi 

presentasi paralel yang berasal dari berbagai perguruan tinggi dan lembaga penelitian di 

Indonesia. 

Diharapkan dari kegiatan ini dapat memberikan informasi perkembangan sains, 

memicu inovasi-inovasi teknologi yang berlandaskan sains, meningkatkan interaksi dan 

komunikasi antar peneliti, pemerhati, dan pengguna sains dan teknologiserta menjalin 

kerjasama riset dan penerapan sains dan teknologi antar peneliti, pemerhati, dan pengguna 

sains dan teknologi khususnya yang terkait dengan peningkatan produktivitas pertanian. 

Pantia mengucapkan selamat mengikuti seminar, semoga memberikan manfaat 

sebesar-besarnya.  

Bogor,  November 2012 
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ABSTRAK  
Pada makalah ini dibahas model matematika untuk menggambarkan dinamika populasi 

hepatosit dan virus hepatitis B yang dikembangkan oleh Eikenberry et al. (2010). 

Model yang digunakan adalah model infeksi virus hepatitis B dengan pertumbuhan 

hepatosit yang bersifat logistik. Kestabilan titik tetap dari model dipengaruhi oleh 

bilangan reproduksi dasar (𝑅0). Nilai dari bilangan reproduksi dasar (𝑅0) dipengaruhi 

oleh laju interaksi hepatosit sehat dengan virus, laju pertumbuhan virus, laju kematian 

hepatosit yang terinfeksi serta laju kematian virus. Dari hasil analisis dapat ditunjukkan 

bahwa ketika 𝑅0 < 1 populasi hepatosit sehat semakin meningkat mencapai ukuran 

maksimal hati sedangkan populasi hepatosit yang terinfeksi dan virus semakin 

menurun, artinya hati berada pada kondisi yang sehat. Ketika 𝑅0 > 1 populasi 

hepatosit sehat berkurang sedangkan populasi hepatosit yang terinfeksi dan virus 

bertambah menuju ke suatu titik tertentu. Dalam model ini juga didapatkan kondisi 

bifurkasi Hopf yang mengakibatkan sistem akan memiliki limit cycle. 

 

Kata kunci: analisis kestabilan, model infeksi virus, hepatitis B, bifurkasi Hopf. 

 

1 PENDAHULUAN  

Hepatitis merupakan pembengkakan atau radang pada hati sehingga menyebabkan hati tidak 

dapat berfungsi dengan baik. Hepatitis dapat disebabkan oleh virus, alkohol, atau obat-

obatan. Penyebab yang sering dijumpai pada berbagai kasus hepatitis adalah virus. Hepatitis 

B adalah salah satu jenis hepatitis yang disebabkan oleh virus. Adanya infeksi Hepatitis B 

Virus (HBV) yang menyerang hati, dapat menyebabkan penyakit akut dan kronis. HBV 

dikatakan akut, jika telah terjadi radang pada hati selama beberapa minggu kemudian pulih. 

Jika tidak pulih, maka disebut HBV kronis dan dapat berkembang menjadi sirosis hati. 

HBV ditularkan melalui kontak dengan darah atau cairan tubuh lain dari orang yang 

terinfeksi. Pencegahan HBV dapat dilakukan dengan pemberian vaksin. Meskipun vaksin 

telah tersedia sejak tahun 1982 dan didistribusikan lebih dari 116 negara, 8-10% dari negara 

berkembang saat ini masih terinfeksi HBV. Virus ini 50-100 kali lebih cepat menular 

dibandingkan HIV. Dari mereka yang tertular HBV, 17,5% akan mengalami infeksi HBV 

kronis bahkan dapat meninggal akibat sirosis hati atau kanker hati. Anak-anak, terutama bayi 

mailto:dewi_math45@yahoo.com
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yang terinfeksi HBV mengalami risiko tertinggi terkena infeksi HBV kronis. Mereka dengan 

penyakit akut akan mengalami gejala berat sampai satu tahun, termasuk sakit kuning, 

kelelahan ekstrim, mual, muntah, dan nyeri perut [1]. 

Kebanyakan model matematika yang menjelaskan perilaku HBV tidak 

dikembangkan secara khusus untuk menggambarkan dinamika HBV, tetapi lebih kepada 

adaptasi dari model matematika yang menjelaskan perilaku HIV terhadap HBV. Salah satu 

model awal telah dipelajari di [2] dan [3]. Model matematika tersebut dinamakan Basic Virus 

Infection Model (BVIM). BVIM ini menjelaskan dinamika jumlah atau massa sel-sel sehat 

terutama sel hepatosit sehat, hepatosit yang terinfeksi, dan virus. Hepatosit adalah sel 

parenkim pada hati yang menempati sekitar 80% dari volume hati. 

Model BVIM ini telah dikembangkan tetapi dengan beberapa perubahan [4]. 

Perubahan ini dimaksudkan agar lebih sesuai dengan kehidupan yang sebenarnya, terutama 

pada pertumbuhan hepatosit yang menggunakan fungsi logistik. Pada tulisan ini akan 

direkonstruksi pembentukan model HBV yang dimodelkan oleh Eikenberry et al di [4]. 

Selanjutnya dilakukan analisis kestabilan di sekitar titik tetap modelnya. Pertama, ditentukan 

titik tetap dari model, kemudian dilakukan pelinearan terhadap model tersebut. Selanjutnya 

ditentukan nilai eigen untuk menganalisis kestabilan titik tetapnya. Untuk titik tetap yang 

tidak dapat dicari solusinya dengan menggunakan pelinearan, maka dicari dengan 

menggunakan metode kuantitatif dengan menganalisis dinamika di sekitar titik asal 

menggunakan transformasi tertentu. 

 

2 PEMODELAN 

Model yang akan dianalisis pada tulisan ini dibuat berdasarkan Basic Virus Infection 

Model (BVIM) yang dikembangkan oleh Eikenberry et al. Dalam model ini disusun sistem 

persamaan diferensial yang menjelaskan dinamika jumlah atau massa sel-sel 

sehat (𝑥) dalam hal ini hepatosit, hepatosit yang terinfeksi  𝑦 , dan virus  (𝑣). Skema dari 

BVIM dapat dilihat pada Gambar 1. 

 

 

 

𝛽 
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Gambar 1 Skema diagram BVIM (Basic Virus Infection Model). 

 

Pada Gambar 1 dijelaskan bahwa hepatosit sehat berkembang pada laju konstan 𝑟 dan 

mati pada laju per kapita 𝑚. Infeksi hepatosit terjadi melalui proses interaksi sel hepatosit dan 

virus pada laju 𝛽. Hepatosit yang terinfeksi kemudian mati pada laju per kapita 𝑎. Setiap 

hepatosit yang terinfeksi menunjukkan pertumbuhan virus pada laju per kapita  𝛾, yang mati 

pada laju per kapita 𝜇. Masalah ini dapat dimodelkan sebagai berikut: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟 −𝑚𝑥 𝑡 − 𝛽𝑣 𝑡 𝑥 𝑡 ,                                                               

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝛽𝑣 𝑡 𝑥 𝑡 − 𝑎𝑦 𝑡 ,                                                              1  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝛾𝑦 𝑡 − 𝜇𝑣 𝑡 ,                                                                                

dengan 

𝑥 𝑡   banyaknya hepatosit sehat pada waktu 𝑡, 
𝑦(𝑡)   banyaknya hepatosit yang terinfeksi pada waktu 𝑡, 
𝑣 𝑡  banyaknya virus pada waktu 𝑡, 
𝑟         laju proliferasi hepatosit sehat, 

𝑚         laju kematian hepatosit sehat, 

𝛽 laju interaksi hepatosit sehat dengan virus, 

𝑎 laju kematian hepatosit yang terinfeksi, 

𝛾 laju pertumbuhan virus yang dilihat dari hepatosit yang terinfeksi, 

𝜇 laju kematian virus. 

 

Model yang akan dianalisis pada tulisan ini merupakan model yang dibuat berdasarkan 

model (1) dengan beberapa perubahan. Pada pertumbuhan  hepatosit sehat digunakan fungsi 

logistik, ini bertujuan agar lebih realistis dalam menggambarkan pertumbuhan populasi 

hepatosit. Hepatosit merupakan sel yang berumur panjang dengan waktu paruh lebih dari 6 

bulan, sehingga laju kematian hepatosit dihilangkan. Aktivitas proliferasi pada hepatosit 

𝛾 
𝑥 𝑣 𝑦 

𝑟 

𝑚 𝜇 𝑎 
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hanya terjadi ketika massa hati berkurang dan tidak terjadi terus menerus melainkan hanya 

sampai pada ukuran maksimal hati (ukuran homeostastik hati).  Masalah ini dapat 

dimodelkan sebagai berikut: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 𝑡  1 −

𝑇 𝑡 

𝐾
 −

𝛽𝑣 𝑡 𝑥 𝑡 

𝑇 𝑡 
,                                                    

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=
𝛽𝑣 𝑡 𝑥 𝑡 

𝑇 𝑡 
− 𝑎𝑦 𝑡 ,                                                                2  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝛾𝑦 𝑡 − 𝜇𝑣 𝑡 ,                                                                                  

dengan 

𝑇 𝑡 = 𝑥 𝑡 + 𝑦 𝑡 , 

dan 𝐾 ukuran homeostatik hati. Semua parameter pada persamaan (2) adalah positif. 

Dalam tulisan ini, diasumsikan bahwa pada kondisi awal telah terjadi  infeksi pada 

hati sehingga nilai awal untuk sistem persamaan (3.2) dimisalkan dalam bentuk  

𝑥 0 = 𝑥0 , 𝑦 0 = 𝑦0 , 𝑣 0 = 𝑣0                                                 

dan diasumsikan                        

𝐾 ≥ 𝑇 0  

dengan 𝑥0 , 𝑦0 ,dan 𝑣0 bernilai positif. 

 

3 ANALISIS MODEL 

3.1 Penentuan Titik Tetap 

Titik tetap dari persamaan (2) ditentukan dengan menetapkan 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, dan 

𝑣 = 0 sehingga dihasilkan tiga titik tetap, yaitu 𝐸𝑓 =  𝐾, 0,0 , 𝐸∗ =  𝑥∗, 𝑦∗, 𝑣∗ , dan 

 𝐸0 =  0,0,0  dengan 

                                                            𝑥∗ =
−𝐾𝑎 −𝑟𝜇 + 𝛽𝛾 − 𝑎𝜇 

𝑟𝛽𝛾
 

                                                            𝑦∗ =
−𝐾 −𝑟𝜇 + 𝛽𝛾 − 𝑎𝜇  𝛽𝛾 − 𝑎𝜇 

𝑟𝛽𝛾𝜇
 

                                                            𝑣∗ =
−𝐾 −𝑟𝜇 + 𝛽𝛾 − 𝑎𝜇  𝛽𝛾 − 𝑎𝜇 

𝑟𝛽𝜇2
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3.2 Analisis Kestabilan Titik Tetap  

Dengan melakukan pelinearan pada persamaan (2), maka diperoleh matriks Jacobi 

sebagai berikut: 

𝐽 𝑥,𝑦,𝑣 

=

 

  
 
𝑟  1 −

𝑥 + 𝑦

𝐾
 −

𝑟𝑥

𝐾
−

𝛽𝑣

𝑥 + 𝑦
+

𝛽𝑣𝑥

 𝑥 + 𝑦 2
−
𝑟𝑥

𝐾
+

𝛽𝑣𝑥

 𝑥 + 𝑦 2
−

𝛽𝑥

𝑥 + 𝑦
𝛽𝑣

𝑥 + 𝑦
−

𝛽𝑣𝑥

 𝑥 + 𝑦 2
−

𝛽𝑣𝑥

 𝑥 + 𝑦 2
− 𝑎

𝛽𝑥

𝑥 + 𝑦
0 𝛾 −𝜇  

  
 

                     3  

 

3.2.1 Analisis Kestabilan untuk  𝑬𝒇 

Titik tetap 𝐸𝑓  menyatakan kondisi hati yang sehat. Kestabilan sistem di titik tetap 

𝐸𝑓(𝐾, 0,0) diperoleh dengan memasukkan titik tetap   𝐸𝑓(𝐾, 0,0) ke persamaan (3) sehingga 

dihasilkan nilai eigen untuk matriks Jacobi  𝐽 𝐾,0,0  adalah 

𝜆1 = −𝑟                                                                                              

𝜆2,3 = −
1

2
 𝑎 + 𝜇 ±

1

2
  𝑎 + 𝜇 2 − 4 𝑎𝜇 − 𝛽𝛾                     

Pada kondisi 𝑎𝜇 > 𝛽𝛾 atau  
𝛽𝛾

𝑎𝜇
< 1, maka 𝜆2,3 bernilai negatif. Sedangan pad kondisi 𝜇 < 𝛽𝛾 

atau 
𝛽𝛾

𝑎𝜇
> 1, maka 𝜆2,3 bernilai positif. Selanjutnya, notasikan  

𝑅 =
𝛽𝛾

𝑎𝜇
 

Pada saat 𝑅 < 1, maka 𝜆1, 𝜆2 dan 𝜆3 bernilai negatif sehingga 𝐸𝑓  stabil lokal 

asimtotik. Pada saat 𝑅 > 1, maka salah satu nilai eigen bernilai positif sehingga titik tetap 

menjadi tak stabil. Karena nilai 𝑅 mempengaruhi kestabilan, maka dapat dikatakan 𝑅 adalah 

bilangan reproduksi dasar atau 𝑅0 = 𝑅. 

3.2.2 Analisis Kestabilan untuk 𝑬∗ 

Titik tetap 𝐸∗ menyatakan terjadinya infeksi HBV kronis. Titik tetap 𝐸∗ diberikan oleh 

𝑥∗ =
𝐾𝑎

𝑟
 
𝑅∗

𝑅0
− 1 ,                                                                (4)      
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𝑦∗ =
𝐾𝑎

𝑟
 
𝑅∗

𝑅0
− 1  𝑅0 − 1 ,                                                (5)     

𝑣∗ =
𝐾𝛾𝑎

𝑟𝜇
 
𝑅∗

𝑅0
− 1  𝑅0 − 1 ,                                                (6)      

dengan 

𝑅∗ =
𝑟 + 𝑎

𝑎
. 

 

Matriks Jacobi untuk titik tetap 𝐸∗ adalah 

𝐽 𝑥∗,𝑦∗,𝑣∗ =

 

  
 
𝑟  1 −

2𝑥∗ + 𝑦∗

𝐾
 −

𝛽𝑣∗𝑦∗

 𝑥∗ + 𝑦∗ 2
−
𝑟𝑥∗

𝐾
+

𝛽𝑣∗𝑥∗

 𝑥∗ + 𝑦∗ 2
−

𝛽𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

𝛽𝑣∗𝑦∗

 𝑥∗ + 𝑦∗ 2
−

𝛽𝑣∗𝑥∗

 𝑥∗ + 𝑦∗ 2
− 𝑎

𝛽𝑥∗

𝑥∗ + 𝑦∗

0 𝛾 −𝜇  

  
 

. 

Misalkan 

𝛿 = 𝑎2𝑅0  
𝑅∗

𝑅0
− 1 + 𝑎𝜇  

𝑅∗

𝑅0
− 1 − 𝑎𝑟                                              

𝜍 = −
 𝑎3𝑅∗ + 𝑎2𝜇𝑅0  𝑅

∗ − 𝑅0 

𝜇𝑅0 + 𝑎𝑅∗
                                                          

Jika 𝛿 >  𝜍, maka 𝐸∗ stabil lokal asimtotik. Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, kondisi 

kestabilan untuk titik tetap 𝐸∗ ketika 𝛿 > 𝜍 yaitu stabil lokal asimtotik. Sedangkan pada 

kondisi 𝛿 < 𝜍, kestabilan titik tetap 𝐸∗ adalah tak stabil, sehingga memungkinkan terjadinya 

bifurkasi Hopf pada kondisi 𝛿 = 𝜍. 

 

3.2.3 Transformasi dan hasil untuk  𝑬𝟎 

Kestabilan  𝐸0 tidak dapat diperoleh dengan menggunakan cara sebelumnya. Untuk 

mengatasi kesulitan ini, digunakan transformasi yang dilakukan oleh [5], [6] dan [7]. 

Transformasi yang digunakan bertujuan agar diperoleh kestabilan global pada daerah yang 

ada di sekitar 𝐸0. Dengan mendefinisikan variabel 

𝑧 =
𝑦

𝑥
, 𝑤 =

𝑣

𝑥
, 

maka transformasi akan mengubah variabel  𝑥, 𝑦, 𝑣  ke  𝑥, 𝑧, 𝑤 . Transformasi ini mengubah 

sistem persamaan (2) menjadi  sistem persamaan berikut: 
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𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 𝑡  1 −

𝑥 𝑡  1 + 𝑧 𝑡  

𝐾
 −

𝛽𝑤 𝑡 𝑥 𝑡 

1 + 𝑧 𝑡 
                                                      7  

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝛽𝑤 𝑡 − 𝑎𝑧 𝑡 − 𝑟𝑧 𝑡  1 −

𝑥 𝑡  1 + 𝑧 𝑡  

𝐾
                                                8  

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 𝛾𝑧 𝑡 − 𝜇𝑤 𝑡 − 𝑟𝑤 𝑡  1 −

𝑥 𝑡  1 + 𝑧 𝑡  

𝐾
 +

𝛽𝑤 𝑡 2

1 + 𝑧 𝑡 
                       (9) 

Titik tetap sistem persamaan (7)-(9) adalah 

                                                                 𝑈0 =  0,0,0 , 

                                                                 𝑈𝑛 =  0, 𝑧𝑛 , 𝑤𝑛 , 

                                                                 𝑈𝑓 =  𝐾, 0,0 , 

                                                                 𝑈∗ =  𝑥∗,
𝑦∗

𝑥∗
,
𝑣∗

𝑥∗
  

dengan 

                                                                 𝑧𝑛 =
𝑅∗  1 +

𝑟

𝜇
 − 𝑅0

𝑅∗  
𝑎

𝜇
− 1 + 𝑅0

, 

                                                                 𝑤𝑛 =
𝑎 + 𝑟

𝛽
𝑧𝑛 , 

serta 𝑥∗, 𝑦∗ dan 𝑣∗ diberikan oleh (4)–(6).  

Dengan melakukan analisis terhadap titik tetap, maka diperoleh kestabilan untuk 𝑈0 

adalah tak stabil dan kestabilan untuk 𝑈𝑛  adalah stabil. Sedangkan kondisi kestabilan untuk 

titik tetap 𝑈𝑓  dan 𝑈∗ sama dengan kondisi kestabilan untuk 𝐸𝑓  dan 𝐸∗. 

Berikut ini adalah tabel kondisi kestabilan ketiga titik tetap yang diperoleh. Dari 

Tabel 1 dapat dilihat bahwa kondisi kestabilan dari titik tetap yang diperoleh tidak mungkin 

stabil secara bersamaan. 
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Tabel 1 Kondisi kestabilan titik tetap 

Kasus Kondisi 𝐸0(0,0,0) 𝐸𝑓(𝐾, 0,0) 𝐸∗(𝑥∗, 𝑦∗, 𝑣∗) 

1 
𝑅0 < 1, 𝜇 > 𝑎, 𝛿 > 𝜍 

𝑅0 <  
𝑟

𝜇
+ 1 𝑅∗, 𝑅0 <  1 −

𝑎

𝜇
 𝑅∗  

Sadel Stabil Sadel 

2 
𝑅0 > 1, 𝜇 > 𝑎, 𝛿 > 𝜍 

𝑅0 <  
𝑟

𝜇
+ 1 𝑅∗, 𝑅0 <  1 −

𝑎

𝜇
 𝑅∗ 

Sadel Sadel Spiral stabil 

3 
𝑅0 > 1, 𝜇 > 𝑎, 𝛿 < 𝜍 

𝑅0 <  
𝑟

𝜇
+ 1 𝑅∗, 𝑅0 <  1 −

𝑎

𝜇
 𝑅∗ 

Sadel Sadel 
Spiral tak 

stabil 

4 
𝑅0 > 1, 𝜇 > 𝑎, 𝛿 < 𝜍 

𝑅0 >  
𝑟

𝜇
+ 1 𝑅∗, 𝑅0 >  1 −

𝑎

𝜇
 𝑅∗ 

Stabil Sadel Sadel 

 

4   SIMULASI 

 

4.1 Dinamika Populasi Pertumbuhan Hepatosit untuk Kasus 1. 

Pada proses penggambaran ini diambil nilai parameter yaitu 𝑟 = 1, 𝐾 = 2. 1011 , 𝛽 =

0.0014, 𝑎 = 0.0693, 𝜇 = 0.693 dan 𝛾 = 28. Nilai awal yang diberikan pada kasus ini 

adalah 𝑥 = 100.000, 𝑦 = 100 dan 𝑣 = 10. Hasil simulasi dapat dilihat pada Gambar 2. 

 

Gambar 2 Dinamika populasi 𝑥, 𝑦 dan 𝑣 terhadap 𝑡 dengan 𝛾 = 28 dan 𝛽 = 0.0014. 

 

Populasi sel hepatosit sehat mula-mula meningkat secara perlahan, namun pada saat 

tertentu sel hepatosit mengalami peningkatan secara cepat. Hal ini disebabkan karena 

penururan sel hepatosit yang terinfeksi dan populasi virus. Pada awalnya virus menyerang sel 

hepatosit sehat sehingga menghasilkan sel hepatosit terinfeksi pada kondisi awal. Pada saat 

 𝑥  

 𝑦 

 𝑣 
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mencapai titik maksimum, populasi virus mengalami penurunan yang menyebabkan populasi 

sel hepatosit yang terinfeksi juga mengalami penurunan menuju nilai nol. Sehingga populasi 

sel hepatosit sehat meningkat tanpa adanya infeksi virus hingga menuju suatu nilai 

maksimum 𝐾.  

4.2 Dinamika Populasi Pertumbuhan Hepatosit untuk Kasus 2.  

Pada proses penggambaran ini diambil nilai parameter yaitu 𝑟 = 1, 𝐾 = 2. 1011 , 𝛽 =

0.0014, 𝑎 = 0.0693, 𝜇 = 0.693 dan 𝛾 = 280. Nilai awal yang diberikan pada kasus ini 

adalah 𝑥 = 100.000, 𝑦 = 100 dan 𝑣 = 10. Hasil simulasi dapat dilihat pada Gambar 3. 

 

Gambar 3 Dinamika populasi 𝑥, 𝑦 dan 𝑣 terhadap 𝑡 dengan 𝛾 = 280 dan 𝛽 = 0.0014. 

 

Populasi sel hepatosit sehat mula-mula meningkat secara cepat, namun pada saat 

tertentu sel hepatosit sehat mengalami penurunan akibat meningkatnya populasi virus. 

Peningkatan pada populasi virus akan menyebabkan terjadinya peningkatan pada populasi 

sel hepatosit yang terinfeksi. Pada jangka panjang populasi sel hepatosit sehat, populasi sel 

yang terinfeksi dan populasi virus berisolasi secara periodik. Ini berarti terdapat populasi 

virus yang dapat menginfeksi secara kontinu. Setiap terjadi penurunan populasi sel 

hepatosit sehat, maka populasi virus akan meningkat secara bersamaan dengan 

meningkatnya populasi sel yang terinfeksi. Meningkatnya populasi sel hepatosit sehat, 

populasi sel yang terinfeksi dan populasi virus semakin bertambahnya waktu semakin kecil 

dan stabil menuju titik tertentu.  

 

 𝑥  
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Gambar 4  Bidang fase untuk kondisi 𝛿 > 𝜍. 

Pada Gambar 4 terlihat hubungan antara hepatosit sehat, hepatosit yang terinfeksi 

dan virus. Kondisi ini menunjukkan kondisi hati yang kronis. Infeksi virus terjadi secara terus 

menerus hingga mencapai nilai tertentu dalam jangka panjang. Ini menunjukkan adanya 

kestabilan menuju ke suatu titik tertentu. 

 

4.3 Dinamika Populasi Pertumbuhan Hepatosit untuk Kasus 3.  

Pada proses penggambaran ini diambil nilai parameter yaitu 𝑟 = 1, 𝐾 = 2. 1011 ,

𝛽 = 0.0014, 𝑎 = 0.0693, 𝜇 = 0.693 dan  𝛾 = 370. Nilai awal yang diberikan pada kasus 

ini adalah 𝑥 = 100.000, 𝑦 = 100 dan 𝑣 = 10. Hasil simulasi dapat dilihat pada Gambar 5. 

Gambar 5 Dinamika populasi 𝑥, 𝑦 dan 𝑣 terhadap 𝑡 dengan 𝛾 = 370 dan 𝛽 = 0.0014. 

Populasi sel hepatosit sehat mula-mula meningkat sangat cepat sampai pada saat 

tertentu populasi sel hepatosit sehat ini mencapai ukuran maksimal hati. Kemudian populasi 

sel hepatosit sehat ini menurun dengan cepat pula akibat pertumbuhan virus yang cepat. 

Virus yang menyerang sel hepatosit sehat ini menyebabkan peningkatan pada populasi 

hepatosit yang terinfeksi. Pada jangka panjang populasi sel hepatosit sehat, populasi sel 
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hepatosit yang terinfeksi dan populasi virus berisolasi secara periodik. Ini berarti terdapat 

populasi virus yang dapat menginfeksi secara kontinu. Setiap terjadi penurunan populasi sel 

hepatosit sehat, maka populasi virus akan meningkat secara bersamaan dengan 

meningkatnya populasi sel yang terinfeksi. Begitu juga sebaliknya, jika populasi sel hepatosit 

sehat meningkat, maka kondisi ini menunjukkan bahwa terjadi penurunan pada populasi 

virus dan populasi sel hepatosit yang terinfeksi. Hal ini terjadi terus menerus tanpa menuju 

ke suatu titik tertentu, hanya saja semakin bertambahnya waktu, maka peningkatan dan 

penurunan populasi berada di sekitar titik tertentu tanpa menuju ke titik tersebut. Ini 

menggambarkan kondisi hepatitis yang kronis. 

 

Gambar 6  Bidang fase untuk kondisi 𝛿 < 𝜍. 

 

Pada Gambar 6 terlihat hubungan antara hepatosit sehat, hepatosit yang terinfeksi 

dan virus. Hubungan ini menunjukkan bahwa populasi tidak menuju ke suatu titik tertentu, 

tetapi berisolasi secara terus menerus. Ini menunjukkan adanya limit cycle. Secara fisik, 

dinamika ini menunjukkan bahwa terjadi infeksi hepatitis yang kronis. 

4.4 Dinamika Populasi Pertumbuhan Hepatosit untuk Kasus 4. 

Pada proses penggambaran ini diambil nilai parameter yaitu 𝑟 = 1, 𝐾 = 2. 1011 , 𝛽 = 0.014,

𝑎 = 0.0693, 𝜇 = 0.693 dan  𝛾 = 280. Nilai awal yang diberikan pada kasus ini adalah 

𝑥 = 100.000, 𝑦 = 100 dan 𝑣 = 10. Hasil simulasi dapat dilihat pada Gambar 7. 
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Gambar 7 Dinamika populasi 𝑥, 𝑦 dan 𝑣 terhadap 𝑡 dengan 𝛾 = 280 dan 𝛽 = 0.014. 

 

Sel hepatosit sehat mula-mula mengalami peningkatan secara cepat, namun seiring 

berjalannya waktu populasi sel hepatosit sehat menurun akibat meningkatnya populasi virus 

yang diiringi dengan meningkatnya populasi sel yang terinfeksi. Pada jangka panjang 

populasi sel hepatosit sehat menurun karena tingginya laju infeksi virus sehingga populasi sel 

hepatosit sehat menuju nilai nol. Menurunnya populasi sel sehat hingga menuju nilai nol 

menyebabkan penurunan pada populasi sel yang terinfeksi dan juga penurunan pada populasi 

virus hingga menuju nilai nol karena sudah tidak ada lagi sel hepatosit yang dapat diinfeksi. 

Pada kondisi ini dapat dilihat bahwa kestabilan menuju ke titik 𝐸0(0,0,0). 

 

4 SIMPULAN 

Dari hasil analisis terhadap model infeksi virus hepatitis B diperoleh tiga titik tetap 

yaitu  𝐸𝑓 ,  𝐸∗, dan 𝐸0. Titik tetap  𝐸𝑓  dan  𝐸∗ dianalisis dengan menggunakan pelinearan dan 

matriks Jacobi. Sedangkan untuk titik tetap 𝐸0 dianalisis dengan melakukan transformasi ke 

bentuk persamaan diferensial baru. Dengan memilih nilai parameter model, terdapat suatu 

kondisi yang menyebabkan perubahan kestabilan dari spiral stabil menjadi spiral tak stabil 

yaitu pada saat menurunkan laju kematian virus. Setelah dilakukan simulasi terhadap model 

terdapat limit cycle, ini menunjukkan bahwa terjadi bifurkasi Hopf. 

Dari hasil simulasi yang diperoleh, dengan memilih nilai parameter yang berbeda 

dapat terlihat hilang atau tidaknya suatu infeksi virus. Misalkan pada simulasi pertama 

dengan laju pertumbuhan virus yang kecil, hasil simulasi menunjukkan bahwa populasi 

hepatosit sehat menuju ke suatu nilai yang sangat besar yaitu ukuran maksimal hati. 

Sedangkan populasi hepatosit yang terinfeksi dan populasi virus berkurang hingga pada 
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akhirnya habis. Pada simulasi kedua dan ketiga dengan meningkatkan laju pertumbuhan 

virus, hasil simulasi menunjukkan bahwa hati dalam keadaan kronis karena infeksi virus 

terjadi secara kontinu. Hasil simulasi keempat dengan meningkatkan laju interaksi hepatosit 

dengan virus menunjukkan terjadinya kegagalan hati. Hal ini ditunjukkan dengan melihat 

dinamika populasi hepatosit sehat, hepatosit yang terinfeksi dan virus dalam jangka panjang 

ketiganya habis.  

Hasil yang diperoleh pada tulisan ini sama dengan hasil yang diperoleh Eikenberry et 

al. (2010). Pada tulisan ini ditambahkan beberapa hal antara lain skema diagram BVIM yang 

menjelaskan proses infeksi virus hepatitis B serta penambahan tabel kestabilan titik tetap 

yang merangkum semua kondisi kestabilan yang mungkin terjadi. 
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