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LAMPIRAN 

Lampiran 1 Penondimensionalan model mangsa-pemangsa dengan pemanenan 

 

Persamaan model mangsa-pemangsa dengan pemanenan dituliskan sebagai 

berikut: 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝐾
) − 𝑎𝑥𝑦 − 𝐸𝑥,                                (11) 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑏𝑥𝑦 − 𝑑𝑦 − 𝐹.                                        (12) 

 

Penyederhanaan parameter persamaan (11) dan (12) dilakukan dengan 

penondimensionalan dengan variabel nondimensional sebagai berikut: 

 

𝑥̅ =
𝑥

𝐾
, 𝑦̅ =

𝑦𝑎

𝑟
, 𝑡̅ = 𝑡𝑟, 

dan 

𝑠̅ =
𝑑

𝑟
, 𝑚̅ =

𝑏𝐾

𝑟
, 𝑄̅ =

𝐸

𝑟
, 𝑊̅ =

𝐹

𝑟
. 

 

Parameter 𝑥̅, 𝑦̅, dan 𝑡̅ disubstitusikan ke dalam persamaan (11) dan (12), sehingga 

diperoleh bentuk sebagai berikut: 

 

i. Untuk 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥 (1 −

𝑥

𝐾
) − 𝑎𝑥𝑦 − 𝐸𝑥  

𝑑(𝑥̅𝐾)

𝑑(
𝑡̅

𝑟
)
= 𝑟(𝑥̅𝐾) (1 −

𝑥̅𝐾

𝐾
) − 𝑎(𝑥̅𝐾)𝑦 − 𝐸(𝑥̅𝐾)  

𝑑(𝑥̅𝐾𝑟)

𝑑𝑡̅
= (𝑟𝑥̅𝐾(1 − 𝑥̅) − 𝑎𝑥̅𝐾𝑦 − 𝐸𝑥̅𝐾) (

1

𝐾𝑟
)  

𝑑𝑥̅

𝑑𝑡̅
= 𝑥̅(1 − 𝑥̅) −

𝑎(
𝑦̅𝑟

𝑎
)𝑥̅

𝑟
−
𝐸𝑥̅

𝑟
  

dengan pemisalan 𝑄̅ =
𝐸

𝑟
, selanjutnya diperoleh persamaan  

  
𝑑𝑥̅

𝑑𝑡̅
= 𝑥̅(1 − 𝑥̅) − 𝑥̅𝑦̅ − 𝑄̅𝑥̅ 

 

dengan menghilangkan tanda bar pada setiap parameter dan variabel,  

diperoleh hasil penondimensionalan berikut : 

  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(1 − 𝑥 − 𝑦 − 𝑄). 

 

ii. Untuk 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑏𝑥𝑦 − 𝑑𝑦 − 𝐹𝑦  

𝑑(
𝑦̅𝑟

𝑎
)

𝑑(
𝑡̅

𝑟
)
= 𝑏(𝑥̅𝐾) (

𝑦̅𝑟

𝑎
) − 𝑑 (

𝑦̅𝑟

𝑎
) − 𝐹 (

𝑦̅𝑟

𝑎
)  
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𝑑𝑦̅𝑟2

𝑑𝑎𝑡̅
= (

𝑏𝐾𝑟𝑥̅𝑦̅

𝑎
−
𝑑𝑟𝑦̅

𝑎
−
𝐹𝑦̅

𝑟
) (

𝑎

𝑟2
)  

𝑑𝑦̅

𝑑𝑡̅
=
𝑏𝐾𝑥̅𝑦̅

𝑟
−
𝑑𝑦̅

𝑟
−
𝐹𝑦̅

𝑟
  

dengan pemisalan 𝑚̅ =
𝑏𝐾

𝑟
, 𝑠̅ =

𝑑

𝑟
,  dan 𝑊̅ =

𝐹

𝑟
, selanjutnya diperoleh 

persamaan  

  
𝑑𝑦̅

𝑑𝑡̅
= 𝑚̅𝑥̅𝑦̅ − 𝑠̅𝑦̅ − 𝑊̅𝑦̅ 

dengan menghilangkan tanda bar pada setiap parameter dan variabel,  

diperoleh hasil penondimensionalan berikut : 

  
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦(−𝑠 +𝑚𝑥 −𝑊)  

 

Lampiran 2 Penentuan Titik Tetap Model 

Titik tetap persamaan didapatkan dari 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0, sehingga diperoleh 

persamaan sebagai berikut : 

𝑥(1 − 𝑥 − 𝑦 − 𝑄) = 0, 
𝑦(𝑚𝑥 − 𝑠 −𝑊) = 0. 

i. 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 

𝑥(1 − 𝑥 − 𝑦 − 𝑄) = 0  

𝑥 = 0  atau 𝑥 = 1 − 𝑦 − 𝑄 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0  

𝑦(𝑚𝑥 − 𝑠 −𝑊) = 0  

𝑦 = 0 atau 𝑥 =
𝑠+𝑊

𝑚
 

 

Diperoleh titik tetap 𝑇1(0,0). 
 

ii. Saat 𝑦 = 0 

𝑥 = 1 − 𝑦 − 𝑄  

    = 1 − 0 − 𝑄  

    = 1 − 𝑄  

 

Diperoleh titik tetap 𝑇2(1 − 𝑄, 0) 
iii. Saat 𝑥 = 1 − 𝑦 − 𝑄 

𝑥          = 1 − 𝑦 − 𝑄  
𝑠+𝑊

𝑚
     = 1 − 𝑦 − 𝑄  

𝑠 +𝑊 = 𝑚−𝑚𝑦 −𝑚𝑄  

𝑚𝑦      = 𝑚 −𝑚𝑄 − 𝑠 −𝑊  

𝑦         =
𝑚−𝑚𝑄−𝑠−𝑊 

𝑚
  

 

Diperoleh titik tetap 𝑇3 (
𝑠+𝑊

𝑚
,
𝑚−𝑚𝑄−𝑠−𝑊 

𝑚
)  
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Lampiran 3 Penentuan Matriks Jacobi 

 Misalkan persamaan (3) dan (4) dituliskan sebagai berikut : 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝐾
) − 𝑎𝑥𝑦 − 𝐸𝑥 = 𝑓(𝑥) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑏𝑥𝑦 − 𝑑𝑦 − 𝐹𝑦 = 𝑔(𝑥) 

 

Selanjutnya diperoleh matriks jacobi berikut : 

 

𝐽𝑥,𝑦 =

(

 
 

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥)

𝑑

𝑑𝑦
𝑓(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥)

𝑑

𝑑𝑦
𝑔(𝑥)

)

 
 

 

 

𝐽 = (
1 − 2𝑥 − 𝑦 − 𝑄 −𝑥

𝑚𝑦 𝑚𝑥 − 𝑠 −𝑊
) 

 

Kemudian masing-masing titik tetap yang telah diperoleh sebelumnya 

disubstitusikan ke dalam matriks jacobi tersebut sehingga dapat diperoleh nilai 

eigen masing-masing titik tetap dan dapat dianalisis sifat kestabilannya. 

 

Lampiran 4 Nilai Eigen untuk Masing-Masing Titik Tetap 

𝐽 = (
1 − 2𝑥 − 𝑦 − 𝑄 −𝑥

𝑚𝑦 𝑚𝑥 − 𝑠 −𝑊
) 

i. Pelinearan titik tetap 𝑇1(0,0) 
Substitusikan titik tetap 𝑇1 ke dalam matriks jacobi 

𝐽(𝑇1) = (
1 − 𝑄 0
0 −𝑠 −𝑊

) 

dengan menyelesaikan persamaan karakteristik det (𝐽(𝑇1) − 𝜆𝐼) = 0 

akan diperoleh nilai eigen 𝑇1. 

|𝐽(𝑇1) − 𝜆𝐼| = 0 

|
1 − 𝑄 − 𝜆 0

0 −𝑠 −𝑊 − 𝜆
| = 0 

(1 − 𝑄 − 𝜆)( −𝑠 −𝑊 − 𝜆) = 0 

sehingga 

𝜆1 = 1 − 𝑄 dan 𝜆2 = −𝑠 −𝑊 

 

ii. Pelinearan titik tetap 𝑇2(1 − 𝑄, 0) 
Substitusikan titik tetap 𝑇2 ke dalam matriks jacobi 

𝐽(𝑇2) = (
𝑄 − 1 𝑄 − 1
0 𝑚 −𝑚𝑄 − 𝑠 −𝑊

) 

dengan menyelesaikan persamaan karakteristik det (𝐽(𝑇2) − 𝜆𝐼) = 0 

akan diperoleh nilai eigen 𝑇2. 
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|𝐽(𝑇2) − 𝜆𝐼| = 0 

|
𝑄 − 1 − 𝜆 𝑄 − 1

0 𝑚 −𝑚𝑄 − 𝑠 −𝑊 − 𝜆
| = 0 

(𝑄 − 1 − 𝜆)(𝑚 −𝑚𝑄 − 𝑠 −𝑊 − 𝜆) = 0 

sehingga 

𝜆1 = 𝑄 − 1 dan 𝜆2 = 𝑚 −𝑚𝑄 − 𝑠 −𝑊 

 

iii. Pelinearan titik tetap 𝑇3(
𝑠+𝑊

𝑚
,
𝑚−𝑚𝑄−𝑠−𝑊

𝑚
) 

Substitusikan titik tetap 𝑇3 ke dalam matriks jacobi 

𝐽(𝑇3) = (
−𝑠 −𝑊

𝑚

−𝑠 −𝑊

𝑚
𝑚 −𝑚𝑄 − 𝑠 −𝑊 0

) 

dengan menyelesaikan persamaan karakteristik det (𝐽(𝑇3) − 𝜆𝐼) = 0 

akan diperoleh nilai eigen 𝑇3. 

|𝐽(𝑇3) − 𝜆𝐼| = 0 

|

−𝑠 −𝑊 − 𝜆

𝑚

−𝑠 −𝑊

𝑚
𝑚 −𝑚𝑄 − 𝑠 −𝑊 −𝜆

| = 0 

 

(
−𝑠 −𝑊 − 𝜆

𝑚
) (−𝜆) − (𝑚 −𝑚𝑄 − 𝑠 −𝑊)(

−𝑠 −𝑊

𝑚
) = 0 

𝜆2 + (
𝑠 +𝑊

𝑚
)𝜆 +

𝑠𝑚 − 𝑠𝑚𝑄 − 𝑠2 − 𝑠𝑊 +𝑊𝑚−𝑊𝑚𝑄 −𝑊𝑠 −𝑊2

𝑚
= 0 

 

diperoleh akar dari persamaan kuadrat tersebut sebagai berikut  

𝜆1,2 =

−𝑠−𝑊

𝑚
±√(

−𝑠−𝑊

𝑚
)
2
− 4 (

𝑠𝑚−𝑠𝑚𝑄−𝑠2−2𝑠𝑊+𝑚𝑊−𝑚𝑊𝑄−𝑊2

𝑚
)

2
 

 

Lampiran 5 Program Plot Bidang Fase 
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Lampiran 6 Program Plot Grafik Solusi 
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