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ABSTRAK 

RETNO ADIYANTI. Pengaruh Pemanenan Mangsa atau Pemangsa dalam 

Model Mangsa Pemangsa. Dibimbing oleh ALI KUSNANTO dan PAIAN 

SIANTURI. 

 

Model dalam penelitian ini adalah model mangsa-pemangsa dengan 

pemanenan. Tujuan dari penelitian ini adalah mengkaji pengaruh pemanenan 

mangsa dan pemangsa pada model. Metode yang digunakan adalah dengan mencari 

dan menganalisis kestabilan titik tetap serta melakukan simulasi numerik. Model 

ini memiliki tiga titik tetap dengan sifat kestabilan yang dipengaruhi oleh nilai 

parameter. Adanya pemanenan tidak berdampak secara langsung terhadap populasi 

mangsa. Pemanenan pada satu populasi mengakibatkan populasi pemangsa lebih 

cepat menuju kepunahan dibandingkan tanpa adanya pemanenan. Pemanenan pada 

kedua populasi mengakibatkan populasi pemangsa mengalami penurunan yang 

signifikan dan lebih cepat mengalami kepunahan. 

 

Kata kunci : analisis kestabilan, mangsa-pemangsa, pemanenan, simulasi numerik. 

 

 

ABSTRACT 

RETNO ADIYANTI. Effects of Prey or Predator Harvesting in Predator-Prey 

Models. Supervised by ALI KUSNANTO and PAIAN SIANTURI. 

The model in this study is predator-prey model with harvesting. The purpose 

of this study is to examine the effect of prey and predator harvesting on the model. 

The method used is to find and analyze the stability of fixed points and conduct 

numerical simulations. This model has three fixed points with stability properties 

influenced by parameter values. The presence of harvesting does not have a direct 

impact on the prey population. Harvesting in one population causes the predator 

population to go extinct faster than without harvesting. Harvesting in both 

populations cause the predator population to experience a significant decline and 

go extinct faster. 

 

Keywords: harvesting, numerical simulation, predator-prey, stability analysis. 
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I PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Makhluk hidup yang ada di bumi terdiri atas kumpulan populasi dari berbagai 

spesies yang hidup bersama atau disebut komunitas. Hal ini menunjukkan bahwa 

makhluk hidup di bumi ini tidak ada yang dapat hidup sendiri, tetapi akan selalu 

membutuhkan satu sama lain. Mereka akan saling berinteraksi dengan berbagai 

spesies yang ada. Ada beberapa jenis sistem interaksi antar spesies yang dapat 

terjadi dalam ekosistem, salah satunya adalah sistem interaksi mangsa pemangsa 

(predator-prey). Dalam sistem interaksi mangsa-pemangsa, pemangsa akan 

memakan mangsa untuk bertahan hidup. Bentuk interaksi yang terjadi dapat berupa 

simbiosis, predasi, maupun kompetisi (Junaedi et al. 2015). 

Model dinamika populasi sudah banyak dikembangkan dalam bidang 

matematika biologi. Model ini menggambarkan peristiwa perubahan yang terjadi 

pada suatu populasi, khususnya ekologi. Ekologi merupakan cabang ilmu biologi 

yang mempelajari interaksi antara suatu spesies dengan lingkungannya (Roy et al. 

2017). Model interaksi mangsa dan pemangsa pertama kali diperkenalkan oleh 

Lotka dan Volterra yang disebut model Lotka-Volterra. Model ini telah digunakan 

sebagai alat untuk memperkenalkan banyak konsep matematika yang praktis dalam 

teori ekologi. Asumsi yang digunakan dalam model ini adalah mangsa dan 

pemangsa hidup secara bebas sehingga pemangsa dapat berinteraksi secara 

langsung dengan mangsa. Interaksi ini berpengaruh pada kepadatan kedua populasi. 

Luckinbill (1973) mempertimbangkan dan menunjukkan bahwa populasi mangsa-

pemangsa dapat hidup bersama dalam jangka waktu yang lama jika kontak antara 

keduanya dikurangi. Ada beberapa faktor yang mempengaruhi populasi mangsa 

dan pemangsa seperti pertumbuhan intrinsik per kapita mangsa, daya dukung 

lingkungan, tingkat kematian pemangsa, tingkat konsumsi pemangsa dan tingkat 

pemanenan kedua spesies (Manna et al. 2017). 

Predasi merupakan interaksi biologis di mana pemangsa memakan 

mangsanya (Roy et al. 2017). Hubungan interaksi antar mangsa pemangsa sangat 

erat, sebab tanpa mangsa populasi pemangsa tidak dapat hidup. Sebaliknya, 

pemangsa juga berfungsi sebagai pengontrol populasi mangsa. Menurut Toaha 

(2013), interaksi antar spesies yang terjadi dalam suatu ekosistem dapat 

menyebabkan keadaan populasi suatu spesies berubah. Salah satu penyebab 

kepunahan populasi adalah tingkat pemangsaan terhadap mangsa yang sangat tinggi 

dan rendahnya tingkat pertumbuhan mangsa atau rendahnya populasi awal dari 

populasi mangsa (Afifah et al. 2020). 

Martin dan Ruan (2001) dan Kar (2003) menyarankan untuk mengkaji faktor 

pemanenan pada model-model pertumbuhan populasi mangsa-pemangsa karena 

adanya pemanenan dapat mencegah suatu populasi berlebihan di populasi lain dan 

tetap dalam keadaan seimbang. Pemanenan sering dilakukan dalam perikanan, 

kehutanan, dan pengelolaan satwa liar (Xiao et al. 2006). Menurut (Carling et al. 

1988) tujuan dari pemanenan ini di antaranya untuk mempertahankan 

pengembangan ekosistem yang berkelanjutan serta menjaga perkembangan 

pemanenan dengan memperhatikan kelestarian fungsi lingkungan hidupnya. 

Banyak peneliti yang mengembangkan model Lotka-Volterra (predator-prey) 

dengan menambahkan beberapa asumsi. 
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Kar dan Chauduri (2004) mengkaji model mangsa-pemangsa yang merujuk 

kepada model Lotka-Volterra dengan mempertimbangkan pengaruh pemanenan. 

Holmberg (1995) meneliti pengaruh pemanenan dengan kuota konstan dan usaha 

konstan. Sistem satu mangsa dan satu pemangsa dalam (Hogart et al. 1992) 

meninjau kedua populasi mangsa dan pemangsa dipanen dengan hasil tangkapan 

konstan dan diperoleh kestabilan pada hasil maksimal yang lestari. Penelitian 

lainnya seperti (Zhang et al. 2007) tentang model mangsa pemangsa yang 

melibatkan tiga spesies dengan pemanenan pada populasi mangsa pertama dan 

populasi pemangsa. Penelitian ini akan menganalisis dan membandingkan model 

mangsa-pemangsa dasar (tanpa pemanenan) dengan model mangsa-pemangsa 

dengan pemanenan yang selanjutnya akan diamati perilaku sistem dengan mencari  

titik tetap dan kestabilannya dan melakukan simulasi numerik. 

1.2 Tujuan 

Tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian ini adalah: 

1. merekonstruksi model mangsa-pemangsa dengan pemanenan, 

2. mencari titik tetap dan sifat kestabilannya, dan 

3. melakukan simulasi numerik dan menganalisis pengaruh laju pemanenan 

terhadap populasi. 
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II TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Sistem Persamaan Diferensial 

Sistem persamaan diferensial orde satu dengan 𝑛  persamaan dan 𝑛  fungsi 

yang tidak diketahui 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 dinyatakan sebagai berikut : 

 
𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝑓2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 

⋮ 
𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡

= 𝑓𝑛(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), 

 
dapat ditulis sebagai berikut 

  𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥),                                                    (1) 

dengan 

𝑥 = (
𝑥1(𝑡)
⋮

𝑥𝑛(𝑡)
) , 𝑓(𝑡, 𝑥) = (

𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)
⋮

𝑓𝑛(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)
). 

 

Persamaan (1) dikenal sebagai sistem persamaan diferensial linear jika 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛 

fungsi linear terhadap 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 dan jika 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛 fungsi tak linear terhadap 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 maka persamaan (1) dikenal sebagai sistem persamaan diferensial tak 

linear. Persamaan (1) disebut sebagai sistem persamaan diferensial mandiri jika 

𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛 tidak bergantung secara eksplisit pada 𝑡, yaitu 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑥). 
 Sistem persamaan diferensial linear mandiri dapat ditulis sebagai berikut : 

 

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝑏, 
 

dengan 𝐴  merupakan matriks koefisien berukuran 𝑛 × 𝑛  serta 𝑏  adalah vektor 

koefisien berukuran 𝑛 × 1. Jika 𝑏 = 0, maka  sistem persamaan diferensial di atas 

disebut homogen. Solusi dari sistem persamaan diferensial linear mandiri homogen 

sebagai berikut  

𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 0, 
disebut dengan solusi 𝑡𝑟𝑖𝑣𝑖𝑎𝑙. Jika tidak demikian maka disebut solusi 𝑛𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑣𝑖𝑎𝑙. 

(Braun 1983) 

2.2 Titik Tetap dan Pelinearan 

Diberikan persamaan diferensial tak linear sebagai berikut : 

 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑦), 
(2) 

𝑦̇ = 𝑔(𝑥, 𝑦), 
di mana 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛. Persamaan (2) memiliki titik tetap 𝑥̅ = (𝑥∗, 𝑦∗) yang disebut 

juga sebagai titik ekuilibrium, ketika memenuhi 
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𝑓(𝑥∗, 𝑦∗) = 0 dan 𝑔(𝑥∗, 𝑦∗) = 0. 
Dimisalkan 𝑢̇ = 𝑥 − 𝑥∗ dan 𝑣̇ = 𝑦 − 𝑦∗, akan diperoleh persamaan sebagai berikut 

𝑢̇ = 𝑓(𝑥∗ + 𝑢, 𝑦∗ + 𝑣), 
𝑣̇ = 𝑔(𝑥∗ + 𝑢, 𝑦∗ + 𝑣), 

dengan pendekatan ekspansi Taylor dua peubah, diperoleh sistem persamaan 

sebagai berikut 

𝑢̇ = 𝑢
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝑦
+ 𝑂(𝑢2, 𝑣2, 𝑢𝑣), 

(3) 

𝑣̇ = 𝑢
𝜕𝑔

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑔

𝜕𝑦
+ 𝑂(𝑢2, 𝑣2, 𝑢𝑣), 

di mana 𝑂(𝑢2, 𝑣2, 𝑢𝑣) mendeskripsikan bentuk kuadratik dalam 𝑢 dan 𝑣. Karena 𝑢 

dan 𝑣 merupakan bilangan yang sangat kecil, sehingga bentuk kuadratik tersebut 

bernilai sangat kecil, jadi nilai dari 𝑂(𝑢2, 𝑣2, 𝑢𝑣) akan mendekati nol dan dapat 

diabaikan. Sehingga, dari persamaan (3) tersebut diperoleh persamaan linear dalam 

bentuk matriks berikut. 

[
𝑢̇
𝑣̇
] = [

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦

] [
𝑢
𝑣
], 

di mana 𝐴 = [

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑔

𝜕𝑦

] merupakan matriks Jacobi yang dievaluasi di titik tetap 

(𝑥∗, 𝑦∗). Bentuk (
𝑢̇
𝑣̇
) = 𝐴 (

𝑢
𝑣
) disebut pelinearan pada sistem persamaan (3). 

(Strogatz 2015) 

2.3 Nilai Eigen dan Vektor Eigen  

Dimisalkan Matriks 𝐴 berukuran 𝑛 × 𝑛, dengan suatu vektor tak nol 𝑥 di 𝑅𝑛 

disebut vektor eigen dari 𝐴 jika untuk suatu skalar 𝜆, yang disebut nilai eigen dari 

𝐴 berlaku 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥.                                                    (4) 

Vektor 𝑥 pada persamaan (4) merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan 

nilai eigen 𝜆. Untuk mencari nilai eigen dari matriks 𝐴, persamaan (4) dapat ditulis 

sebagai berikut. 
(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0,                                               (5) 

dengan 𝐼 merupakan matriks identitas berukuran 𝑛 × 𝑛. Persamaan (5) mempunyai 

solusi tak nol jika dan hanya jika det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0. Persamaan (5) disebut sebagai 

persamaan karakteristik dari 𝐴 (Tu 1994). 

2.4 Analisis Kestabilan Titik Tetap 

Diberikan suatu sistem persamaan diferensial linear sebagai berikut 

𝑥̇ = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦,                                                (6) 

𝑦̇ = 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦,                                                (7) 

dengan 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 adalah parameter. Sistem persamaan diferensial (6) dan (7) dapat 

dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut  

𝑥̇ = 𝐴𝑥,                                                      (8) 
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dengan 

𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) dan 𝑥 = (
𝑥
𝑦). 

Berdasarkan persamaan (8), diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut 

𝜆2 − 𝜏𝜆 + ∆ = 0, 
dengan 

𝜏 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴) = 𝑎 + 𝑑 = 𝜆1 + 𝜆2, 
∆ = det(𝐴) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 =𝜆1𝜆2. 

Sehingga didapat nilai eigen dari 𝐴 sebagai berikut  

𝜆1 =
𝜏 + √𝜏2 − 4∆

2
, 𝜆2 =

𝜏 + √𝜏2 − 4∆

2
. 

Berdasarkan nilai ∆ = det(𝐴) , 𝜏 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴), nilai eigen 𝜆1, dan 𝜆2  dapat 

ditinjau tiga kasus sebagai berikut : 

1. Kasus I 

Jika ∆< 0, maka kedua nilai eigen real berbeda tanda, sehingga titik tetap 

merupakan titik sadel. 

2. Kasus II 

Jika ∆> 0, maka nilai eigen dapat berupa bilangan real dengan tanda 

yang sama (titik tetap berupa simpul) atau bilangan kompleks conjugate 

(titik tetap bersifat spiral atau center). 

• 𝐷 = 𝜏2 − 4∆ > 0 

o Jika 𝜏 > 0 dan kedua nilai eigen real bernilai positif (𝜆1, 𝜆2 >
0), maka titik tetap bersifat simpul tak stabil. 

o Jika 𝜏 < 0 dan kedua nilai eigen real bernilai negatif (𝜆1, 𝜆2 <
0), maka titik tetap bersifat simpul stabil. 

• 𝐷 = 𝜏2 − 4∆ < 0 

o Jika 𝜏 > 0  dan kedua nilai eigen imajiner (𝜆1,2 = 𝛼 + 𝑖𝛽) , 

maka titik tetap bersifat spiral tak stabil. 

o Jika 𝜏 < 0  dan kedua nilai eigen imajiner (𝜆1,2 = 𝛼 + 𝑖𝛽) , 

maka titik tetap bersifat spiral stabil. 

o Jika 𝜏 = 0  dan kedua nilai eigen imajiner (𝜆1,2 = 𝛼 + 𝑖𝛽) , 

maka titik tetap bersifat center. 

• 𝐷 = 𝜏2 − 4∆ = 0 

Parabola 𝜏2 − 4∆ = 0  adalah garis batas antara simpul dan 

spiral. Star nodes dan degenerate terletak pada parabola ini. Jika 

kedua nilai eigen bernilai sama (𝜆1 = 𝜆2), maka titik tetap bersifat 

simpul sejati. 

3. Kasus III 

Jika ∆ = 0, maka setidaknya ada satu nilai eigen yang sama dengan nol, 

maka titik tetap merupakan titik tak terisolasi. 

(Strogatz 2015) 
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III METODE PENELITIAN  

Model mangsa-pemangsa yang akan dikaji dalam penyusunan karya ilmiah 

ini adalah model mangsa-pemangsa Lotka-Voltera dengan adanya pemanenan. 

Metode penelitian yang digunakan dalam penyusunan karya ilmiah ini mengikuti 

langkah-langkah sebagai berikut. 

1. Merekonstruksi model mangsa-pemangsa dengan pemanenan. 

2. Mencari dan menganalisis titik tetap model mangsa-pemangsa dengan 

pemanenan. 

3. Melakukan simulasi numerik. 
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IV HASIL DAN PEMBAHASAN  

4.1 Model Matematika 

Situasi di mana satu populasi berfungsi sebagai mangsa bagi populasi lain 

yang menjadi pemangsa dapat dimodelkan dengan model mangsa-pemangsa. 

Sepasang persamaan diferensial sederhana yang menggambarkan fenomena 

mangsa-pemangsa dikembangkan oleh Lotka dan Volterra pada pertengahan tahun 

1925 (Murray 2002). Sebelum merekonstruksi model mangsa-pemangsa dengan 

pemanenan pada populasi mangsa dan pemangsa diberikan model dasar Lotka-

Volterra sebagai berikut : 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 − 𝑎𝑥𝑦,                                            (9) 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑏𝑥𝑦 − 𝑑𝑦.                                          (10) 

 

Model Lotka-Volterra pada persamaan (9) dan (10) sudah tidak relevan dalam 

kehidupan nyata saat ini, dikarenakan populasi mangsa tidak selamanya meningkat 

dan populasi pemangsa tidak selamanya menurun. Sehingga model tersebut 

dikembangkan dengan menambahkan fungsi logistik. Misalkan dalam suatu 

populasi terdapat 𝑥 individu mangsa dengan kapasitas lingkungan (𝐾), sehingga 

kapasitas lingkungan yang tersisa adalah (𝐾 − 𝑥) individu. Terdapat (
𝐾−𝑥

𝐾
) bagian 

lingkungan yang masih bisa ditinggali. Persamaan model mangsa-pemangsa 

dengan pemanenan diperoleh dari model Lotka-Volterra yang dimodifikasi dengan 

fungsi logistik dan pemanenan sebagai berikut : 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝐾
) − 𝑎𝑥𝑦 − 𝐸𝑥,                                (11) 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑏𝑥𝑦 − 𝑑𝑦 − 𝐹𝑦.                                        (12) 

 

Parameter 𝑎, 𝐸, 𝑏, 𝑑, dan 𝐹 bernilai positif. Persamaan (11) dan (12) dapat 

digambarkan pada diagram kompartemen berikut : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Gambar 1 Diagram kompartemen model mangsa-pemangsa dengan 

pemanenan (diadopsi dari Li, B et al. 2015) 
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Gambar 1 menunjukkan populasi mangsa tumbuh secara logistik 𝑟𝑥 (1 −
𝑥

𝐾
), 

dengan 𝑟  merupakan laju pertumbuhan intrinsik dan kemudian akan berkurang 

sebesar 𝐾 Brauer dan Castillo-Chaves (2012). Populasi mangsa berkurang sebesar 

𝑎  (kematian mangsa) dan laju pemanenan mangsa (𝐸) . Populasi pemangsa 

bertambah sebesar 𝑏  dan berkurang sebesar 𝑑  (kematian alami pemangsa) dan 

pemanenan pemangsa (𝐹). 

4.2 Penondimensionalan Model 

Penondimensionalan merupakan metode untuk menghilangkan dimensi 

parameter-parameter sehingga dapat dilakukan operasi matematis antar 

parameternya. Penondimensionalan persamaan (11) dan (12) diawali dengan 

memperkenalkan variabel tak berdimensi sebagai berikut  

 

𝑥̅ =
𝑥

𝐾
, 𝑦̅ =

𝑦𝑎

𝑟
, 𝑡̅ = 𝑡𝑟, 

dan 

𝑠̅ =
𝑑

𝑟
, 𝑚̅ =

𝑏𝐾

𝑟
, 𝑄̅ =

𝐸

𝑟
, 𝑊̅ =

𝐹

𝑟
. 

 

Dari lampiran 1, persamaan (11) dan (12) dapat dituliskan menjadi  

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥(1 − 𝑥 − 𝑦 − 𝑄),                                         (13) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦(−𝑠 +𝑚𝑥 −𝑊).                                         (14) 

 

Keterangan parameter persamaan (13) dan (14) disajikan pada Tabel 1 berikut. 

 

Tabel 1 Keterangan dari parameter persamaan (13) dan (14) 

Parameter Keterangan 

𝑥 Proporsi populasi mangsa pada waktu 𝑡 
𝑦 Proporsi populasi pemangsa pada waktu 𝑡 
𝑠 Laju kematian alami pemangsa 

𝑚 Laju interaksi antara mangsa dan pemangsa 

𝑄 Laju pemanenan populasi mangsa 

𝑊 Laju pemanenan populasi pemangsa 

 

Tanda bar pada setiap parameter dan variabel persamaan (13) dan (14) 

dihilangkan. Nilai 0 < 𝑄 < 1 dan parameter 𝑠,𝑚, 𝑄, dan 𝑊  memiliki pengertian 

ekologi yang sama dengan 𝑏, 𝑑, 𝐸, dan 𝐹. Semua parameter Tabel 1 bernilai positif. 

4.3 Penentuan Titik Tetap Model 

Titik tetap sistem persamaan (13) dan (14) dapat diperoleh dengan 

menyelesaikan persamaan 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0 sebagai berikut : 

 

𝑥(1 − 𝑥 − 𝑦 − 𝑄) = 0,                                          (15) 
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𝑦(−𝑠 + 𝑚𝑥 −𝑊) = 0.                                          (16) 

 

Sehingga didapatkan tiga titik tetap yaitu 𝑇1(0,0) , 𝑇2(1 − 𝑄, 0), dan 

𝑇3 (
𝑠+𝑊

𝑚
,
𝑚−𝑠−𝑊−𝑚𝑄

𝑚
). Penentuan titik tetap model dapat dilihat lebih jelas pada 

Lampiran 2. 

4.4 Penentuan Matriks Jacobi 

Model mangsa-pemangsa dengan pemanenan dapat dituliskan sebagai 

berikut  

𝑥̇ = 𝑃(𝑥, 𝑦) = (1 − 𝑥 − 𝑦 − 𝑄),                                   (17) 

𝑦̇ = 𝑅(𝑥, 𝑦) = 𝑦(−𝑠 +𝑚𝑥 −𝑊).                                 (18) 

 

Selanjutnya dari persamaan (17) dan (18) akan dicari matriks Jacobi yang 

dievaluasi pada setiap titik tetapnya sebagai berikut   

𝐽 = (
1 − 2𝑥 − 𝑦 − 𝑄 −𝑥

𝑚𝑦 𝑚𝑥 − 𝑠 −𝑊
),                            (19) 

di mana 𝑥  dan 𝑦  masing-masing merupakan koordinat titik tetap. Penentuan 

matriks Jacobi lebih jelas dapat dilihat pada Lampiran 3. 

4.5 Analisis Kestabilan Titik Tetap 

Kestabilan titik tetap dianalisis dengan melihat nilai eigen yang didapatkan 

dari matriks Jacobi yang dievaluasi pada setiap titik tetap. Analisis kestabilan titik 

tetap lebih jelas dapat dilihat pada Lampiran 4. 

 

Kestabilan Titik Tetap 𝑻𝟏(𝟎, 𝟎) 

Titik tetap 𝑇1(0,0) disubstitusikan pada matriks Jacobi persamaan (19) dan 

diperoleh matriks Jacobi berikut : 

𝐽(𝑇1) = (
1 − 𝑄 0
0 −𝑠 −𝑊

). 

Penyelesaian persamaan karakteristik det (𝐽(𝑇1) − 𝜆𝐼) = 0  diperoleh nilai eigen 

sebagai berikut : 

𝜆1 = 1 − 𝑄 dan 𝜆2 = −𝑠 −𝑊. 

Nilai parameter 𝑠, 𝑄 dan 𝑊 diasumsikan bernilai positif dan 0 < 𝑄 < 1. Diperoleh   

𝜆1 > 0 dan 𝜆2 < 0 sehingga titik tetap 𝑇1(0,0) kestabilannya bersifat sadel. 

 

Kestabilan Titik Tetap 𝑻𝟐(𝟏 − 𝑸, 𝟎)  

Titik tetap 𝑇2(1 − 𝑄, 0)  disubstitusikan ke dalam persamaan (19) dan 

diperoleh matriks Jacobi berikut : 

𝐽(𝑇2) = (
𝑄 − 1 𝑄 − 1
0 𝑚 −𝑚𝑄 − 𝑠 −𝑊

). 

 

Penyelesaian persamaan karakteristik det (𝐽(𝑇2) − 𝜆𝐼) = 0  diperoleh nilai eigen 

sebagai berikut : 

𝜆1 = 𝑄 − 1 dan 𝜆2 = 𝑚 −𝑚𝑄 − 𝑠 −𝑊. 
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Nilai parameter 𝑠,𝑚 dan 𝑊 diasumsikan bernilai positif dan 0 < 𝑄 < 1. Diperoleh 

𝜆1 < 0 dan 𝑇2(1 − 𝑄, 0) bersifat sadel jika 𝑚 >
𝑠+𝑊

1−𝑄
 dan bersifat simpul stabil jika 

𝑚 <
𝑠+𝑊

1−𝑄
. 

 

Kestabilan Titik Tetap 𝑻𝟑(
𝒔+𝑾

𝒎
,
𝒎−𝒎𝑸−𝒔−𝑾

𝒎
) 

Titik tetap 𝑇3(
𝑠+𝑊

𝑚
,
𝑚−𝑚𝑄−𝑠−𝑊

𝑚
) disubstitusikan ke dalam persamaan (19) dan 

diperoleh matriks Jacobi berikut : 

 

𝐽𝑇3 = (
𝐴1 𝐴2
𝐴3 𝐴4

) 

dengan 

𝐴1 =
−𝑠 −𝑊

𝑚
, 

𝐴2 =
−𝑠 −𝑊

𝑚
, 

𝐴3 = 𝑚 −𝑚𝑄 − 𝑠 −𝑊. 
𝐴4 =  0.  
 

Berikut ini akan ditentukan 𝐷 dan 𝜏. Berdasarkan 𝐽(𝑇3) diperoleh : 

∆ = det (𝐽(𝑇3)) 

   = 𝐴4 − 𝐴2𝐴3 

   =
𝑠𝑚−𝑠𝑚𝑄−𝑠2−2𝑠𝑊+𝑚𝑊−𝑚𝑊𝑄−𝑊2

𝑚
, 

𝜏 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 (𝐽𝑇3)  

   = 𝐴1 + 𝐴4 

   = 
−𝑠−𝑊

𝑚
. 

 

Sehingga 

 

𝐷 = 𝜏2 − 4∆ 

    = (
−𝑠−𝑊

𝑚
)
2

− 4 (
𝑠𝑚−𝑠𝑚𝑄−𝑠2−2𝑠𝑊+𝑚𝑊−𝑚𝑊𝑄−𝑊2

𝑚
). 

Sistem persamaan diferensial (13) dan (14) di sekitar 𝑇3(
𝑠+𝑊

𝑚
,
𝑚−𝑚𝑄−𝑠−𝑊

𝑚
) 

bersifat : 

i. Simpul stabil jika 𝐷 > 0 dan 𝜏 < 0. 

ii. Spiral stabil jika 𝐷 < 0 dan 𝜏 < 0. 
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4.6 Simulasi Numerik 

Simulasi numerik dilakukan dengan cara mensubstitusikan nilai-nilai 

parameter, yaitu merubah salah satu nilai parameter sedangkan nilai parameter yang 

lain bernilai tetap. Parameter yang akan dilihat perubahannya dalam penelitian ini 

yaitu parameter laju pemanenan mangsa (𝑄) dan laju pemanenan pemangsa (𝑊). 
Simulasi numerik model dalam penelitian ini dilakukan menggunakan 

Sofware Wolfram Mathematica 12.3. Nilai parameter yang digunakan dapat dilihat 

pada Tabel 2.  

Tabel 2 Pemilihan nilai parameter 𝑠,𝑚, 𝑄 dan 𝑊 

Simulasi 𝑠 𝑚 𝑄 𝑊 

1a 0.6 0.95 0 0 

1b 0.8 0.95 0 0 

1c 1 0.95 0 0 

2a 0.6 0.95 0.1 0 

2b 0.6 0.95 0.3 0 

2c 0.6 0.95 0.5 0 

3a 0.6 0.95 0 0.1 

3b 0.6 0.95 0 0.3 

3c 0.6 0.95 0 0.5 

4a 0.6 0.95 01 0.1 

4b 0.6 0.95 0.3 0.1 

4c 0.6 0.95 0.5 0.1 

5a 0.6 0.95 0.1 01 

5b 0.6 0.95 0.1 0.3 

5c 0.6 0.95 0.1 0.5 

 

Berdasarkan Tabel 2, diketahui bahwa simulasi ini bertujuan untuk 

mengetahui pengaruh perubahan nilai parameter 𝑄  dan 𝑊  terhadap populasi. 

Simulasi 1a-1c merupakan simulasi tanpa pemanenan yang digunakan sebagai 

pembanding terhadap simulasi dengan pemanenan. Simulasi 2a-2c merupakan 

simulasi dengan pemanenan hanya pada mangsa sedangkan simulasi 3a-3c 

pemanenan hanya pada pemangsa. Simulasi 4a-4c merupakan simulasi dengan 

pemanenan mangsa diperbesar pada pemanenan dua kelompok dan simulasi 5a-5c 

pemanenan pemangsa diperbesar pada pemanenan dua kelompok. 

Dinamika populasi mangsa-pemangsa diamati menggunakan bidang fase dan 

grafik solusi yang menunjukkan hubungan banyaknya populasi terhadap waktu 𝑡. 
Nilai awal yang digunakan pada masing-masing simulasi yaitu 𝑥(0) = 1.2  dan 

𝑦(0) = 0.7 yang berturut-turut menunjukkan jumlah awal populasi mangsa dan 

pemangsa. 
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Simulasi 1. Simulasi Model Mangsa-Pemangsa Tanpa Pemanenan 

Simulasi model mangsa-pemangsa tanpa pemanenan merupakan simulasi di 

mana nilai laju pemanenan mangsa (𝑄 = 0)  dan laju pemanenan pemangsa 
(𝑊 = 0). Terdapat dua parameter yang berpengaruh yaitu laju kematian alami 

pemangsa (𝑠)  dan laju interaksi mangsa-pemangsa (𝑚) . Pada simulasi 1 akan 

dilihat pengaruh kematian alami pemangsa terhadap populasi dengan meningkatkan 

nilai 𝑠 sedangkan nilai 𝑚 bernilai tetap. 

Tabel 3 Titik tetap dan kestabilan simulasi 1 

Simulasi 1a 1b 1c 

Nilai 𝑠 0.6 0.8 1 

Nilai 𝑚 0.95 0.95 0.95 

Nilai 𝑄 0 0 0 

Nilai 𝑊 0 0 0 

Titik Tetap 𝑇1 (0,0) (0,0) (0,0) 

Kestabilan Sadel Sadel Sadel 

Titik Tetap 𝑇2 (1,0) (1,0) (1,0) 

Kestabilan Sadel Sadel Simpul Stabil 

Titik Tetap 𝑇3 (0.63,0.37) (0.84,0.16) (1.05,-0.05) 

Kestabilan Spiral Stabil Simpul Stabil - 

 

Tabel 3 memperlihatkan bahwa sistem mengalami perubahan kestabilan yaitu 

titik tetap 𝑇2  berubah dari sadel pada simulasi 1b menjadi simpul stabil pada 

simulasi 1c sedangkan titik tetap 𝑇3  berubah dari spiral stabil pada simulasi 1a 

menjadi simpul stabil pada simulasi 1b. Pergerakan kurva dan perubahan bentuk 

kestabilan titik tetap dapat dilihat lebih jelas pada gambar bidang fase berikut. 

 

                            
         (a)                                                                                           (b)      

 
                                                                   (c) 

Gambar 6 Bidang fase simulasi (a) 1a, (b) 1b, dan (c) 1c 
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Gambar 6 memperlihatkan bidang fase simulasi 1. Gambar 6 bagian (a) 

menunjukkan di titik 𝑇1(0,0) terdapat arah panah yang mendekati dan menjauhi 

titik tersebut, sehingga kestabilannya bersifat sadel. Trayektori di sekitar 𝑇2(1,0) 
memiliki arah panah yang berlawanan, sehingga 𝑇2 bersifat sadel. Selanjutnya pada 

𝑇3(0.63,0.37) membentuk spiral dengan arah masuk mendekati titik tetap stabil 𝑇3, 

sehingga kestabilannya bersifat spiral stabil. 

Gambar 6 bagian (b) menunjukkan kestabilan di sekitar titik tetap 𝑇1(0,0) 
dan 𝑇2(1,0)  memiliki kestabilan yang bersifat sama yaitu sadel, sedangkan 

𝑇3(0.84,0.16) bersifat simpul stabil. Gambar 6 bagian (c), terlihat kurva bergerak 

menuju titik tetap yang stabil 𝑇2(1,0).  
 

 
Gambar 7 Grafik solusi simulasi 1 populasi mangsa 

 

Gambar 7 menunjukkan grafik solusi populasi mangsa sub simulasi 1a, 1b, 

dan 1c. Gambar tersebut menunjukkan ke tiga kurva bergerak dari nilai awal 1.2 

menuju titik stabil masing-masing sub simulasi. Memperbesar nilai laju kematian 

alami pemangsa (𝑠) mengakibatkan populasi mangsa meningkat dan koeksistensi 

dalam jangka waktu yang panjang. 

 

 
 

Gambar 8 Grafik solusi simulasi 1 populasi pemangsa 

 

Gambar 8 menunjukkan grafik solusi populasi pemangsa sub simulasi 1a, 1b, 

dan 1c. Gambar tersebut menunjukkan ke tiga kurva bergerak dari nilai awal 0.7 

menuju titik stabil masing-masing sub simulasi. Memperbesar nilai laju kematian 

alami pemangsa (𝑠) mengakibatkan populasi pemangsa semakin berkurang hingga 

akhirnya mengalami kepunahan. Pemangsa mengalami kepunahan nilai (𝑠 = 1) 
lebih besar dari nilai laju interaksi mangsa-pemangsa (𝑚 = 0.95). 
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Simulasi 2. Simulasi Model Mangsa-Pemangsa dengan Pemanenan Hanya   pada 

Mangsa  

Simulasi 2 dilakukan dengan mengubah nilai laju pemanenan mangsa (𝑄) 
sedangkan parameter  𝑠 dan 𝑚 bernilai tetap. 

 

Tabel 4 Titik tetap dan kestabilan simulasi 2 

Simulasi 2a 2b 2c 

Nilai 𝑠 0.6 0.6 0.6 

Nilai 𝑚 0.95 0.95 0.95 

Nilai 𝑄 0.1 0.3 0.5 

Nilai (
𝑠

1−𝑄
) 0.67 0.86 1.2 

Titik Tetap 𝑇1 (0,0) (0,0) (0,0) 

Kestabilan Sadel Sadel Sadel 

Titik Tetap 𝑇2 (0.9,0) (0.7,0) (0.5,0) 

Kestabilan Sadel Sadel Simpul Stabil 

Titik Tetap 𝑇3 (0.63,0.27) (0.63,0.07) (0.63,-0.13) 

Kestabilan Spiral Stabil Simpul Stabil - 

 

Tabel 4 memperlihatkan bahwa sistem mengalami perubahan kestabilan 

pada titik tetap 𝑇2 dari simulasi 2b yang semula bersifat sadel menjadi simpul 

stabil pada simulasi 2c. Selanjutnya pada titik tetap 𝑇3 berubah dari spiral stabil 

pada simulasi 2a menjadi simpul stabil pada simulasi 2b. 

 

                      
                         (a)                                                                                       (b) 

 
(c) 

 
Gambar 9 Bidang fase simulasi (a) 2a, (b) 2b, dan (c) 2c 
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Bidang fase Gambar 9 memperlihatkan kestabilan titik tetap simulasi 2. 

Gambar 9 bagian (a) menunjukkan di sekitar titik tetap 𝑇1(0,0) terdapat arah panah 

yang mendekati dan menjauhi titik tersebut, sehingga kestabilannya bersifat sadel. 

Trayektori di sekitar titik tetap 𝑇2(0.9,0) memiliki arah panah yang berlawanan, 

sehingga 𝑇2 bersifat sadel. Selanjutnya pada titik tetap 𝑇3(0.63,0.27) membentuk 

spiral dengan arah masuk mendekati titik tetap stabil 𝑇3, sehingga kestabilannya 

bersifat spiral stabil. 

Gambar 9 bagian (b) menunjukkan kestabilan di sekitar titik tetap 𝑇1(0,0) 
dan 𝑇2(0.7,0)  memiliki kestabilan yang bersifat sama yaitu sadel, sedangkan 

𝑇3(0.63,0.07) bersifat simpul stabil. Gambar 9 bagian (c), terlihat kurva bergerak 

menuju titik tetap yang stabil 𝑇2(0.5,0).  
 

  
Gambar 10 Grafik solusi simulasi 2  populasi mangsa 

 

Gambar 10 menunjukkan grafik solusi populasi mangsa sub simulasi 2a, 2b, 

dan 2c. Gambar tersebut menunjukkan ke tiga kurva bergerak dari nilai awal 1.2 

menuju titik stabil masing-masing sub simulasi. Meningkatkan nilai pemanenan 

mangsa (𝑄) mengakibatkan populasi yang semula konstan kemudian berkurang 

saat nilai pemanenan 0.5 dan koeksistensi dalam jangka waktu yang lama. 

 

 
Gambar 11 Grafik solusi simulasi 2 populasi pemangsa 

 

Gambar 11 menunjukkan grafik solusi populasi pemangsa sub simulasi 2a, 

2b, dan 2c. Gambar tersebut menunjukkan ke tiga kurva bergerak dari nilai awal 

0.7 menuju titik stabil masing-masing sub simulasi. Meningkatkan nilai 

pemanenan mangsa (𝑄)  mengakibatkan populasi semakin berkurang hingga 

akhirnya punah saat nilai pemanenan mencapai nilai 0.5. Kepunahan terjadi 

karena nilai  (
𝑠

1−𝑄
) = 1.2 lebih besar dari nilai laju interaksi mangsa-pemangsa 

𝑚 = 0.95. 
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Simulasi 3. Simulasi Model Mangsa-Pemangsa dengan Pemanenan Hanya pada 

Populasi Pemangsa  

Simulasi 3 dilakukan dengan mengubah-ubah nilai laju pemanenan 

pemangsa (𝑊) sedangkan parameter 𝑠 dan 𝑚 bernilai tetap. 

 

Tabel 5 Titik tetap dan kestabilan simulasi 3 

Simulasi 3a 3b 3c 

Nilai 𝑠 0.6 0.6 0.6 

Nilai 𝑚 0.95 0.95 0.95 

Nilai 𝑊 0.1 0.3 0.5 

Nilai 𝑠 +𝑊 0.7 0.9 1.1 

Titik Tetap 𝑇1 (0,0) (0,0) (0,0) 

Kestabilan Sadel Sadel Sadel 

Titik Tetap 𝑇2 (1,0) (1,0) (1,0) 

Kestabilan Sadel Sadel Simpul Stabil 

Titik Tetap 𝑇3 (0.74,0.26) (0.947,0.053) (1.16,-0.16) 

Kestabilan Spiral Stabil Simpul Stabil - 

 

Tabel 5 menunjukkan adanya perubahan kestabilan pada titik tetap 𝑇2 dari 

yang semula bersifat sadel pada simulasi 3b menjadi simpul stabil pada simulasi 

3c. Selanjutnya pada titik tetap 𝑇3 mengalami perubahan kestabilan dari spiral 

stabil pada simulasi 3a menjadi simpul stabil pada simulasi 3b. 

 

                
(a) (b) 

 

 
(c) 

 

Gambar 12 Bidang fase simulasi (a) 3a, (b) 3b, dan (c) 3c 
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Bidang fase pada Gambar 12 memperlihatkan kestabilan titik tetap simulasi 

3. Gambar 8 bagian (a) memperlihatkan di sekitar titik 𝑇1(0,0) terdapat arah panah 

yang mendekati dan menjauhi  𝑇1 sehingga kestabilannya bersifat sadel. Trayektori 

di sekitar 𝑇2(1,0)  memiliki arah panah yang berlawanan, sehingga 𝑇2  bersifat 

sadel. Selanjutnya pada 𝑇3(0.74,0.26) membentuk spiral dengan arah panah masuk 

mendekati titik tetap stabil 𝑇3, sehingga kestabilannya bersifat spiral stabil. 

Gambar 12 bagian (b) menunjukkan di sekitar titik tetap 𝑇1(0,0) dan 𝑇2(1,0) 
memiliki kestabilan yang sama yaitu sadel, sedangkan 𝑇3(0.947,0.053) bersifat 

simpul stabil. Gambar 12 bagian (c), terlihat kurva bergerak menuju titik tetap yang 

stabil 𝑇2(1,0).  
 

 
 

Gambar 13 Grafik solusi simulasi 3 populasi mangsa 

 

Gambar 9 menunjukkan grafik solusi populasi mangsa sub simulasi 3a, 3b, 

dan 3c. Gambar tersebut menunjukkan ke tiga kurva bergerak dari nilai awal 1.2 

menuju titik stabil masing-masing sub simulasi. Meningkatkan nilai pemanenan 

pemangsa (𝑊) mengakibatkan populasi mengalami peningkatan dan tidak punah 

dalam jangka waktu yang lama.  

 

 
 

Gambar 14 Grafik solusi simulasi 3 populasi pemangsa 

 

Gambar 14 menunjukkan grafik solusi populasi pemangsa sub simulasi 3a, 

3b, dan 3c. Gambar tersebut menunjukkan ke tiga kurva bergerak dari nilai awal 

0.7 menuju titik stabil masing-masing sub simulasi. Meningkatkan nilai 

pemanenan pemangsa (𝑊) mengakibatkan populasi semakin berkurang hingga 

akhirnya punah saat nilai pemanenan mencapai 0.5. Kepunahan terjadi karena 

nilai  𝑠 +𝑊 = 1.1 lebih besar dari nilai laju interaksi mangsa-pemangsa 𝑚 =
0.95. 
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Simulasi 4. Simulasi Model Mangsa-Pemangsa Pemanenan Dua Populasi dengan 

Pemanenan Mangsa Diperbesar 

Simulasi 4 dilakukan dengan meningkatkan nilai laju pemanenan mangsa 
(𝑄) sedangkan nilai parameter 𝑠,𝑚 dan 𝑊 bernilai tetap. 

 

Tabel 6 Titik tetap dan kestabilan simulasi 4 

Simulasi 4a 4b 4c 

Nilai 𝑠 0.6 0.6 0.6 

Nilai 𝑚 0.95 0.95 0.95 

Nilai 𝑄 0.1 0.3 0.5 

Nilai 𝑊 0.1 0.1 0.1 

Nilai 
(𝑠+𝑊)

(1−𝑄)
 0.78 1 1.4 

Titik Tetap 𝑇1 (0,0) (0,0) (0,0) 

Kestabilan Sadel Sadel Sadel 

Titik Tetap 𝑇2 (0.9,0) (0.7,0) (0.5,0) 

Kestabilan Sadel Simpul Stabil Simpul Stabil 

Titik Tetap 𝑇3 (0.74,0.16) (0.74,-0.03) (0.74,-0.24) 

Kestabilan Simpul Stabil - - 

 

Tabel 6 menunjukkan terjadi perubahan sifat kestabilan titik tetap 𝑇2 dari 

sadel pada simulasi 4a menjadi simpul stabil pada simulasi 4b.  

 

                          
(a) (b) 

 

 
                                                                      (c) 

 
Gambar 15 Bidang fase simulasi (a) 4a, (b) 4b, dan (c)  
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Bidang fase Gambar 15 memperlihatkan kestabilan titik tetap simulasi 4. 

Gambar 15 bagian (a) terlihat di titik 𝑇1(0,0) terdapat arah panah yang mendekati 

dan menjauhi titik tersebut, sehingga kestabilannya bersifat sadel. Trayektori di 

sekitar 𝑇2(0.9,0) memiliki arah panah yang berlawanan, sehingga 𝑇2 bersifat sadel. 

Selanjutnya pada 𝑇3(0.74,0.16)  arah panah mendekati titik tetap, sehingga 𝑇3 

bersifat simpul stabil. Gambar 15 bagian (b) menunjukkan kurva bergerak menuju 

titik tetap stabil 𝑇2(0.7,0). Gambar 15 (c) menunjukkan kurva bergerak menuju 

titik tetap stabil di titik 𝑇2(0.5,0). 
 

 
 

Gambar 16 Grafik solusi simulasi 4 populasi mangsa 

 

Gambar 16 menunjukkan grafik solusi populasi mangsa sub simulasi 4a, 4b, 

dan 4c. Gambar tersebut menunjukkan ke tiga kurva bergerak dari nilai awal 1.2 

menuju titik stabil masing-masing sub simulasi. Meningkatkan nilai pemanenan 

mangsa (𝑄)  mengakibatkan populasi mangsa semakin berkurang namun 

koeksistensi dalam jangka waktu yang lama. 

 

 
 

Gambar 17 Grafik solusi simulasi 4 populasi pemangsa 

 

Gambar 17 menunjukkan grafik solusi populasi pemangsa sub simulasi 4a, 

4b, dan 4c. Gambar tersebut menunjukkan ke tiga kurva bergerak dari nilai awal 

0.7 menuju titik stabil masing-masing sub simulasi. Meningkatkan nilai 

pemanenan mangsa (𝑄)  mengakibatkan populasi semakin berkurang hingga 

akhirnya punah saat nilai pemanenan mencapai nilai 0.3. Kepunahan terjadi 

karena nilai  (
𝑠+𝑊

1−𝑄
) = 1 lebih besar dari nilai laju interaksi mangsa-pemangsa 

𝑚 = 0.95. 
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Simulasi 5. Simulasi Model Mangsa-Pemangsa Pemanenan Dua Populasi dengan 

Pemanenan Pemangsa Diperbesar 

Simulasi 5 dilakukan dengan meningkatkan nilai laju pemanenan 

pemangsa (𝑊) sedangkan nilai parameter 𝑠,𝑚 dan 𝑊 bernilai tetap. 

 

Tabel 7 Titik tetap dan kestabilan simulasi 5 

Simulasi 5a 5b 5c 

Nilai 𝑠 0.6 0.6 0.6 

Nilai 𝑚 0.95 0.95 0.95 

Nilai 𝑄 0.1 0.1 0.1 

Nilai 𝑊 0.1 0.3 0.5 

Nilai 
(𝑠+𝑊)

(1−𝑄)
 0.78 1 1.22 

Titik Tetap 𝑇1 (0,0) (0,0) (0,0) 

Kestabilan Sadel Sadel Sadel 

Titik Tetap 𝑇2 (1,0) (1,0) (1,0) 

Kestabilan Sadel Simpul Stabil Simpul Stabil 

Titik Tetap 𝑇3 (0.74,0.16) (0.95,-0.05) (1.16,-0.26) 

Kestabilan Simpul Stabil - - 

 

Tabel 7 menunjukkan terjadi perubahan sifat kestabilan titik tetap 𝑇2 dari 

sadel pada simulasi 4a menjadi simpul stabil pada simulasi 4b.  

 

                          
(a) (b) 

 

 
(c) 

 
Gambar 18 Bidang fase simulasi (a) 5a, (b) 5b, dan (c) 5c 

 



 

21 

Bidang fase yang diperoleh pada Gambar 18 memperlihatkan kestabilan 

titik tetap simulasi 4. Gambar 15 bagian (a) terlihat di sekitar titik 𝑇1(0,0) 
terdapat arah panah yang mendekati dan menjauhi titik tersebut, sehingga 

kestabilannya bersifat sadel. Trayektori di sekitar 𝑇2(1,0) memiliki arah panah 

yang berlawanan, sehingga 𝑇2 bersifat sadel. Selanjutnya di 𝑇3(0.74,0.16) arah 

panah mendekati titik tetap, sehingga 𝑇3  bersifat simpul stabil. Gambar 15 

bagian (b) dan (c) menunjukkan kurva bergerak menuju titik tetap stabil  

𝑇2(1,0).  
 

  
 

Gambar 19 Grafik solusi simulasi 5 populasi mangsa 

 

Gambar 19 menunjukkan grafik solusi populasi mangsa sub simulasi 5a, 

5b, dan 5c. Gambar tersebut menunjukkan ke tiga kurva bergerak dari nilai awal 

1.2 menuju titik stabil masing-masing sub simulasi. Meningkatkan nilai 

pemanenan pemangsa (𝑊) mengakibatkan populasi meningkat dan koeksistensi 

dalam jangka waktu yang panjang. 

 

 

 
 

Gambar 20 Grafik solusi simulasi 5 populasi pemangsa 

 

Gambar 20 menunjukkan grafik solusi populasi pemangsa sub simulasi 5a, 

5b, dan 5c. Gambar tersebut menunjukkan ke tiga kurva bergerak dari nilai awal 

0.7 menuju titik stabil masing-masing sub simulasi. Meningkatkan nilai 

pemanenan pemangsa (𝑊) mengakibatkan populasi semakin berkurang hingga 

akhirnya punah ketika pemanenan mencapai nilai 0.3. Kepunahan terjadi karena 

nilai  (
𝑠+𝑊

1−𝑄
) = 1  lebih besar dari nilai laju interaksi mangsa-pemangsa 𝑚 =

0.95. 
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4.7 Analisis Perbandingan  

Perbandingan Simulasi 1a dan Simulasi 2 serta Perbandingan Simulasi 1a 

dan Simulasi 4 

Analisis perbandingan dilakukan untuk melihat pengaruh adanya pemanenan 

terhadap dinamika populasi. Perbandingan pertama yaitu simulasi 1a (tanpa 

pemanenan) dengan simulasi 2 (pemanenan hanya pada mangsa) yang disajikan 

pada Tabel 8, kemudian perbandingan simulasi 1a dengan simulasi 4 (pemanenan 

mangsa diperbesar pada pemanenan dua kelompok) disajikan pada Tabel 9. 

 

Tabel 8 Perbandingan simulasi 1a dan simulasi 2 

Simulasi 1a 2a 2b 2c 

Nilai (𝑄) 0 0.1 0.3 0.5 

Nilai (𝑊) 0 0 0 0 

Titik Tetap 

Stabil 
𝑇3(0.63,0.37) 𝑇3(0.63,0.27) 𝑇3(0.63,0.07) 𝑇2(0.5,0) 

 

Tabel 9 Perbandingan simulasi 1a dan simulasi 4 

Simulasi 1a 4a 4b 4c 

Nilai (𝑄) 0 0.1 0.3 0.5 

Nilai (𝑊) 0 0.1 0.1 0.1 

Titik Tetap 

Stabil 
𝑇3(0.63,0.37) 𝑇3(0.74,0.16) 𝑇2(0.7,0) 𝑇2(0.5,0) 

 

Tabel 8 menunjukkan pemanenan hanya pada mangsa mengakibatkan 

populasi yang semula konstan di 0.63 turun menjadi 0.5 sedangkan pada populasi 

pemangsa semakin berkurang hingga akhirnya punah saat nilai pemanenan 

mencapai nilai 0.5. Tabel 9 menunjukkan dengan pemanenan mangsa diperbesar 

pada pemanenan dua kelompok mengakibatkan populasi mangsa meningkat 

kemudian turun menjadi 0.5 sedangkan pada populasi pemangsa akan semakin 

berkurang hingga akhirnya punah saat nilai pemanenan mencapai nilai 0.5.  

 

                            
 

Gambar 21 Perbandingan grafik solusi simulasi 1a dan 2 
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Gambar 22 Perbandingan grafik solusi simulasi 1a dan 4 

 

Gambar 21 menunjukkan pemanenan hanya pada mangsa mengakibatkan 

populasi mangsa yang semula konstan mengalami sedikit penurunan dan 

koeksistensi dalam jangka waktu yang lama sedangkan pada populasi pemangsa 

akan semakin berkurang hingga akhirnya punah saat nilai pemanenan mencapai 0.5. 

Gambar 22 menunjukkan pemanenan mangsa diperbesar pada pemanenan 

dua populasi mengakibatkan populasi mangsa meningkat kemudian mengalami 

penurunan namun koeksistensi dalam jangka waktu yang panjang sedangkan 

populasi pemangsa akan semakin berkurang hingga akhirnya punah saat nilai 

pemanenan mencapai nilai 0.3. 

 

Perbandingan Simulasi 1a dan Simulasi 3 serta Perbandingan Simulasi 1a dan 

Simulasi 5 

Analisis perbandingan dilakukan untuk mengetahui pengaruh adanya 

pemanenan terhadap dinamika populasi mangsa dan pemangsa. Perbandingan 

pertama yaitu simulasi 1a (tanpa pemanenan) dan simulasi 3 (pemanenan hanya 

pada pemangsa) yang disajikan pada Tabel 10, kemudian perbandingan simulasi 1a 

dan simulasi 5 (pemanenan pemangsa diperbesar pada pemanenan dua kelompok) 

disajikan pada Tabel 11. 

 

Tabel 10 Perbandingan simulasi 1a dan simulasi 3 

Simulasi 1a 3a 3b 3c 

Nilai (𝑄) 0 0 0 0 

Nilai (𝑊) 0 0.1 0.3 0.5 

Titik Tetap 

Stabil 
𝑇3(0.63,0.37) 𝑇3(0.74,0.26) 𝑇3(0.947,0.053) 𝑇3(1,0) 

 

Tabel 11 Perbandingan simulasi 1a dan simulasi 5 

Simulasi 1a 5a 5b 5c 

Nilai (𝑄) 0 0.1 0.1 0.1 

Nilai (𝑊) 0 0.1 0.3 0.5 

Titik Tetap 

Stabil 
𝑇3(0.63,0.37) 𝑇3(0.74,0.16) 𝑇2(1,0) 𝑇2(1,0) 
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Tabel 10 menunjukkan dengan pemanenan hanya pada pemangsa 

mengakibatkan populasi mangsa semakin meningkat sedangkan pada populasi 

pemangsa semakin berkurang hingga akhirnya punah saat nilai pemanenan 

mencapai 0.5. Tabel 11 menunjukkan dengan pemanenan pemangsa diperbesar 

pada pemanenan dua kelompok mengakibatkan populasi mangsa semakin 

meningkat sedangkan populasi pemangsa semakin berkurang hingga akhirnya 

punah ketika nilai pemanenan mencapai 0.3. 

 

 

                             
 

Gambar 23 Perbandingan grafik solusi simulasi 1a dan 3 

 

 

                            
 

 
Gambar 24 Perbandingan grafik solusi simulasi 1a dan 5 

 

Gambar 23 menunjukkan dengan pemanenan hanya pada mangsa 

mengakibatkan populasi mangsa semakin meningkat sedangkan populasi pemangsa 

semakin berkurang hingga akhirnya punah saat nilai pemanenan mencapai 0.5. 

Gambar 24 menunjukkan dengan pemanenan pemangsa diperbesar pada 

pemanenan dua populasi mengakibatkan populasi mangsa semakin meningkat dan 

koeksistensi dalam jangka waktu yang lama sedangkan populasi pemangsa semakin 

berkurang hingga akhirnya punah saat nilai pemanenan mencapai 0.3. 
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V SIMPULAN DAN SARAN 

5.1 Simpulan 

Model mangsa-pemangsa dengan pemanenan mempunyai tiga titik tetap 

yaitu 𝑇1, 𝑇2, dan 𝑇3. Kestabilan titik tetap 𝑇1 bersifat sadel, kestabilan titik tetap 𝑇2 

dapat bersifat sadel atau simpul stabil, dan kestabilan titik tetap 𝑇3 dapat bersifat 

simpul stabil atau spiral stabil. Model mangsa-pemangsa tanpa pemanenan hanya 

dipengaruhi dua parameter yaitu laju interaksi mangsa-pemangsa (𝑚)  dan laju 

kematian alami pemangsa (𝑠). Simulasi 1 hanya melihat pengaruh parameter (𝑠) 
terhadap populasi dan digunakan sebagai pembanding terhadap model dengan 

adanya pemanenan. 

Pemanenan hanya pada mangsa mengakibatkan populasi mangsa yang 

semula konstan mengalami sedikit penurunan dan koeksistensi dalam jangka waktu 

yang lama sedangkan populasi pemangsa semakin berkurang hingga akhirnya 

punah saat nilai pemanenan mencapai 0.5. Pemanenan mangsa diperbesar pada 

pemanenan dua kelompok mengakibatkan populasi mangsa meningkat kemudian 

mengalami penurunan dan koeksistensi dalam jangka waktu yang lama sedangkan 

populasi pemangsa semakin berkurang hingga akhirnya punah saat nilai pemanenan 

mencapai 0.3. 

Pemanenan hanya pada pemangsa mengakibatkan populasi mangsa 

meningkat dan koeksistensi dalam jangka waktu yang lama sedangkan pada 

populasi pemangsa semakin berkurang hingga akhirnya punah saat nilai pemanenan 

mencapai 0.5. Pemanenan pemangsa diperbesar pada pemanenan dua kelompok 

mengakibatkan populasi mangsa semakin meningkat dan koeksistensi dalam jangka 

waktu yang lama sedangkan populasi pemangsa semakin berkurang hingga 

akhirnya punah saat nilai pemanenan mencapai 0.3. Adanya pemanenan pada dua 

kelompok mengakibatkan penurunan yang signifikan terhadap populasi pemangsa.  

5.2 Saran 

Pada karya ilmiah ini, dilihat pengaruh perubahan nilai parameter model 

mangsa-pemangsa dengan pemanenan. Penelitian berikutnya dapat dilihat 

pengaruh perubahan parameter-parameter yang lebih spesifik terhadap kestabilan 

titik tetap model dan dinamika populasi serta dapat melihat masalah tersebut dari 

segi ekonomi dengan menambahkan faktor harga untuk mendapatkan keuntungan 

yang maksimal. 
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