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RINGKASAN

MEIZA PRATIWI. Aturan Keputusan Bayes pada Pendugaan Titik dan Analisis Kelayakannya.
Dibimbing oleh I WAYAN MANGKU dan I GUSTI PUTU PURNABA

Aturan keputusan Bayes sebagai bagian dari teori keputusan merupakan suatu fungsi yang
digunakan dalam menduga suatu parameter populasi dlimana parameter tersebut merupakan bilangan yang
tidek diketahui. Prinsip-prinsip yang dipakai untuk menduga parameter dalam aturan keputusan Bayes
membuat aturan Bayes selalu digunakan dalam kehidupan sehari-hari. Hal ini disebabkan kagena aturan
keputusan Bayes dapat meminimumbkan nilai kerugian sekecil mugkin.

Analisis kelayakan dani aturan-aturan keputusan juga merupakan bagian dari teori keputusan.
Melalui analisis kelayakan dapat dipilah-pileh aturan-aturan keputusan yang tepat dalam menduga suatu
parameter.

Karya ilmiah ini mengkaji atiran keputusan Bayes yang tepat dalam masalah pendugaan titik dan
menentukan kelayakan dari aturan keputusan Bayes yang telah dipilih.
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PENDAHULUAN

Latar Belakang

Teort Keputusan adalah suate bentuk
penyelesaian dari masalah-masalah pengambilan
keputusan di antaranya masalah pendugaan titik,
masalah uji hipotesis, masalah pendugaan interval
dan masalah-mesalah keputusan lainnya.

Ciri-ciri dari (vektor) peubah acak adalah
sebarannya. Sebaran ini memdliki karakteristik
terfentu yang mempengarubi bentuknya, yang
sering disebut parameter populasi, dinotasikan
dengan &

Pada sebaran peluang untuk vektor acak

X yang masih bergantung pada ¢, & merupakan
bilangan konstan yang tidak diketahui. Tetapi &
Jjuga dapat berupa nilai yang mungkin dari peubah
acak ® yang memiliki sebaran peluang (&)
vang selanjutnya akan disebut sebagai sebaran
prior.

Selain sebaran prior akan digunakan juga
sebaran posterior sebagai sebaran peluang dari ®
setelah pengamatan tethadap X diadakan.

Penulisan  tni  akan membahas  teod
mengenai pembuatan  keputusan berdasarkan
informasi-informasi yang didapat dalam bentuk
sebaran peluang kontinu.

Tujuan

Tujuan penulisan karya ilmiah ini adalah
sebagai berikut ;
1. Menentukan aturan keputusan Bayes dalam
masalah pendugaan titik.
2. Menentukan kelayakan dari aturan keputusan
Bayes yang telah dipilth.

Metode Penulisan

Metode penulisan karya ilmiah ini adalah
studi literatur. Materi karya ilmiah ini dianbil dari
pustaka-pustaka yang terkait dengan tulisan ini.

Sistematika Penulisan

Karya ilmiah ini terdiri atas empat bagian.
Pada bagian pertama dijelaskan latar belakang |
tujuan, metode penulisan dan  sistemnatika
penulisan. Bagian kedua menyajikan landasan teori
berupa definisi yang diperfukan pada kajian
berikutnya. Bagian ketiga menyajikan hasil dan
pembahasan beserta ilustrasi dan bagian terakhir
menyajikan kesimpulan.

LANDASAN TEORI1

Ruang Contoh, Kejadian dan Peluang

Pengulangan di bawah kondisi yang sama
dengan menggunaken prosedur tertentu seringkali
dilakukan pada suatu penelitian, khususnya pada
suatu  percobasn, Hal ini  dilakukan uniuk
mendapatkan informasi yang lebih lengkap. Hasil
percobaan tidak dapat ditebak dengan tepat, namun
kita dapat mengetahui sernua kermmgkinan hasit
vang mungkin. Percobaan semacam ini disebut
percobaan acak dan gugos dari semua hasil yang
mungkin disebut ruang perceobaan atau ruang
contoh, yang biasanya dilambangkan dengan (2.
Setiap anak gugus suatu ruang contoh dinamakan
kejadian. Kejadian terbagi atas dua bagian yaitn
kejadian majemuk (kejadian yang terdiri atas

lebih sata unsur) dan kejadian dasar (kejadian
vang terdiri hanya satu unsur).
[Hogg dan Craig, 1995]

Definisi 1 (Medan-¢r)
Suatu himpunan F yang anggotanya anak gugus
ruang contoh {2 disebut medan-o | jika

0 det.
() Jika B.,B,,..B,,.

U:::Bf EF,

(i) Jika B F maka B° e F.
[Grimmet dan Stirzaker, 1992]

& F maka



Definisi 2 (Ukuran Peluang)

Ukuran peluang P pada (),F ) merupakan

fungsi P:F —>[0,1] yang memenuhi

i P(g)=0, P(Q)=1.

(ii) P bersifat aditif tak hingga (aditif lengkap),
yaitu jika B,B,,..,B,,.e T dengan

BN B, =¢,i# j,maka

e(U8)-3, @)
Pasangan (Q,F,P) disebut

peluang (probability space).
[Grimmet dan Stirzaker,1992}

suatu ruang

Definisi 3 (Kejadian Bebas)
Kejadian 4 dan B disebut bebas jika

P(4N B)=P(A)P(B).
Secara umum, himpunan kejadian {B,;i € I}
disebut saling bebas jika

Pmiel B, ) = HieJ P(B,),
untuk setiap anak gugus berhingga J dari 7.
[Grimmett dan Stirzaker, 1992]

Peubah Acak dan Sebarannya

Definisi 4 (Peubah Acak)
Suatu peubah acak adalah suatu fungsi

X:Q-> R dengan sifat bahwa
{co e X(w) < x} € F untuk setiap x € R.
[Grimmet dan Stirzaker, 1992]

Definisi 5 (Fungsi Sebaran)
Fungsi sebaran dari suatu peubah acak X adalah
fungsi F:R —[0,1] yang diberikan oleh
F(x)=P (X <x).

[Grimmet dan Stirzaker, 1992]

Definisi 6 {(Peubah Acak Kontinu dan Fungsi
Kepekatan Peluangnya)

Suatu peubah acak X dikatakan kontinu jika
fungsi sebarannya dapat diekspresikan sebagai

Fy= [ faau
untuk suatu fungsi yang dapat diintegraikan
f: R —>[0,). Selanjutnya, fungsi f disebut

fungsi kepekatan peluang bagi X.
[Grimmet dan Stirzaker, 1992]

Definisi 7 {Fungsi Sebaran Bersama)
Fungsi sebaran bersama dari dua peubah acak X
dan Y adalah fungsi F:R>—[0]1] yang
diberikan oleh
Fx,y)=P(X<x,Y <)
[Grimmet dan Stirzaker, 1992]

Definisi 8 (Fungsi Kepekatan Peluang Bersama
Dua Peubah Acak Kontinu)

Peubah acak X dan Y disebut dua peubah acak
kontinu yang menyebar bersama jika untuk setiap

x,y€ R fungsi sebaran bersamanya dapat
diekspresikan sebagai

Fy)=[ [ fouv)dudy

untuk suatu fungsi f: R? — [0,00) yang dapat
diintegralkan. Selanjutnya, fungsi f disebut

fungsi kepekatan peluang bersama dari peubah

acak X dan Y.
[Griminet dan Stirzaker, 1992]

Definisi 9 (Fungsi Sebaran dan
Kepekatan Peluang Marginal Kontinu)

Misalkan X dan Y adalah peubah acak kontinu
yang menyebar bersama. Fungsi sebaran marginal

dari peubah acak X dan ¥ adalah berturut-turut
FX(x)= P (XSx):F(x,oo),

F,(»)=P X <y)=F(w,p).
Fungsi kepekatan peluang marginal dari peubah
acak X dan Y adalah berturut-turut

fe@ = [ fenp)dy,
=[xy

[Grimmet dan Stirzaker, 1992]

Fungsi

Definisi 10 (Fungsi Sebaran Bersyarat)
Fungsi sebaran bersyarat Y dengan

X=x, ditlis  Fp, ()
P(¥Y< le = x) dapat diekspresikan sebagai

syarat
atau

S(x,v)
Fyy Ol = f FASLPN
= fx (%)
untuk sebarang X sehingga [ (x) > 0.
[Grimmet dan Stirzaker, 1992]



Definisi 11
Bersyarat)
Fungsi kepekatan peluang bersyarat dari ¥ dengan

syarat X , dinotasikan dengan fr|  adalah

S
Jrx ) ==——=
O
untuk sebarang X dimana f, (x) > 0.
[Grimmet dan Stirzaker, 1992]

(Fungsi Kepekatan Peluang

Nilai Harapan dan Ragam

Definisi
Kontinu)

Misalkan X adalah peubah acak kontinu dengan
fungsi kepekatan peluang f, maka nilai

12 (Nilai Harapan Peubah Acak

harapannya diberikan oleh

E[X]=[ xf(x)dx
jika integral di atas konvergen.
[{Grimmet dan Stirzaker, 1992]

Beberapa sifat dari nilai harapan, yaitu :
(i) Jika k suatu konstanta, maka E(k) = £.

(ii) Jika k£ suatu konstanta dan V' suatu peubah
acak, maka E(kV) = kE[V].

(i) Jika k;,k, konstanta dan V|,V peubah
acak, maka
Ek YV, + EV,]1=kEV ]+ LEV, ]
Bentuk ini bisa diperluas lagi untuk m operasi.
Jika %, %, ,...,k,, konstanta dan
V1.V, eV, peubah acak, maka
EkV,+ BV, +...+k,V,]...
=k E[V, 1+ KEV,]+...+k E[V, ]

[Hogg dan Craig, 1995]

Definisi 13 (Nilai Harapan Bersyarat)
Misalkan Y adalah peubah acak kontinu dan

fy| % ( y|x) adalah fungsi kepekatan peluang

bersyarat dari ¥ dengan syarat X = x. Nilai

harapan bersyarat dari ¥ dengan syarat X = x
diberikan oleh

E[¥|X =x]= [ »f Glo)dy.
[Hogg dan Craig, 1995]

Definisi 14 (Ragam dari suatu Peubah Acak)
Ragam dari peubah acak X, dinotasikan dengan
0')2(, adaish nilai harapan dari kuadrat perbedaan
antara X dengan rataannya, yaitu
o2 =Var(X) = E[(X -E(X))*].

[Hogg dan Craig, 1995]

Cara lain menentukan ragam, yaitu

o = E{(X -E(X))*].
=E[X’ -2E[X|X +(E[X])’],

dan karena £ adalah operator linear maka

oy =E[X*]-2B[XJELX] +(E[X])’
=E[X*]-2(E[X])* + (BLX])’*
=E[X"]-(E[X])",

atau dapat ditulis

Var{X) = E[X2 1- (E[X])2

Sedangkan akar kuadrat dari 0‘)2( yaitu T,
disebut simpangan baku atau standar deviasi dari

X.



HASIL DAN PEMBAHASAN

Aturan Keputusan Bayes

Suatu penduoga titik adalah sebarang
fungsi W(X,,...,X ) dari suatu contoh. Suatu

dugaan ftitik adalah nilai dari svatu penduga
berdasarkan suatu contoh yang diambil.
[Casella dan Berger, 1990]

Definisi 15 (Vektor Acak)
Suatu  vektor acak adalah

X:Q— R”, dimana

A =(X,X,,...X,),
dan setiap komponen ke-i dari X adalah peubah
acak.

suatu  fungsi

[Yeh, 1973]

Selanjutnya nilai dari vektor acak
dianggap sebapai data amatan yang independen
dari suatu sebaran bersama.

Definisi 16 (Fungsi Sebaran Bersama Vektor
Acak)
Fungsi sebaran bersama dari suatu vektor acak

X =(X,.X,,...,X,)dalam ruang
(Q, F,P) adalah fungsi Fy :R" —[0]]
diberikan oleh

Fy@=P(X<D)

untuk x € R”.

peluang

[Grimmet dan Stirzaker, 1992]

Fungsi kepekatan peluang dari vektor
acak dapat diketahni dari fungsi sebaran bersama

vektor acak. Untuk X = (X, X,,...,X,) yang

unsur-unsurnya adalah peubah acak kontinu, maka
fungsi sebaran bersama vektor acak di atas
diberikan oleh

PX<x)=P (X, <x,..X,<x,)

1 "
= L L F(tpyennx, ), .. dx,
dengan f(X,...,x,) adalah fungsi kepekatan
peluang vektor acak X.

Definisi 17 (Ruang Parameter)

Misalkan f adalah fungsi kepekatan peluang
untuk X yang masih mengandung parameter &
sebagai nilai yang akan diduga. Himpunan nilai-
nilai @ yang mungkin disebut ruang parameter,

dinotasikan dengan @ , atay & € O,
[Casella dan Berger, 1990]

Definisi 18 (Sebaran Prior)
Sebaran peluang dalam ruang parameter @
disebut sebaran prior, dinotasikan dengan

7(0),0 € O,
[Casella dan Berger, 1990]

Terdapat  beberapa  cara  dalam
menentukan  sebaran prior. Salah  satunya
dijelaskan pada definisi, lema dan akibat berikut.

Definisi 19 (Fungsi Kepekatan Marginal
Kontinu Peubah Acak X dari Fungsi Bersama
dengan Sebaran Prior)

Fungsi kepekatan marginal kontinu dari A&
diberikan oleh

m(afr) = [ 1@lo)z(6)de.
[Berger, 1985]

Fungsi m(x|z) akan ditulis sebagai

fungsi m(x) saja dengan asumsi ketergantungan
terhadap sebaran prior akan dimengerti.

Definisi 20 (Prinsip Kemungkinan)

Prinsip kemungkinan (Likelihood principle) adalah

1. Dalam membuat keputusan tentang & setelah
data amatan X didapat, semua informasi
mengenai percobaan yang berhubungan
terdapat dalam fungsi kemungkinan untuk data
amatan X,

2. Dua fungsi kemungkinan mengandung
informasi yang sama tentang & jika kedua
fangsi tersebut proporsional satu dengan

fainnya (sebagai fungsi dari ).
[Berger, 1985]



Selanjutnya dibuat kelas yang
mengandung sebaran-sebaran prior yang sudah
dipilih.

Definisi 21 (Kelas Sebaran Prior)
Kelas dari prior dengan bentuk fungsi yang
diberikan {priors of a given functional form) adalah

L={z:7(0)=g0lA), A e A},

¢ adalah fungsi yang diberikan dan A adalah

hvperparameter dari prior.
[Berger,1985]

Fungsi g yang diberikan di atas adalah
fungsi kepekatan yang mendekati sebaran prior
vang kemudian diasumsikan sebagai sebaran prior.

Pada kelas yang didefinisikan di atas
menjadikan sebaran prior memiliki pilihan yang
diperkecil yaitu 4 € A.

Definisi 22 (Kemungkinan Maksimum Prior)
Misalkan kelas 1" adalah suatu kelas dari sebaran
prior dan 7 € I' yang memenuhi

m(x{#) = sup m(x|z).
el

Maka 7z disebut kemungkinan maksimum prior,
atau ML prior.

[Berger, 1985]

Dalamt memilih prior, 7 eI, selain

menggunakan fungsi kemungkinan maksimum
dapat juga dengan menggunakan pendekatan
momen di mana I” adalah kelas dari bentuk fungsi
yang diberikan.

Pendekatan momen dilakukan dengan
menghubungkan momen prior dengan momen

sebaran marginal X

Lema dan Akibat berikut menjelaskan
hubungan antara keduanya.
Lema 1
Misatkan 4 ,(6) dan 0'} (6) masing-masing
adalah rataan dan ragam dari X terhadap fungsi
kepekatan f ({19). Misalkan 4, dan ol

masing-masing adalah rataan dan ragam dari X’

terhadap fungsi kepekatan 72(x) dan 7 adalah
sebaran prior. Maka

0wy =E L1 (0],

() op =E [o:@)]+E [(#,0)-p,)]

Bukdti :
Karena kedua fungsi kepekatan adalah fungsi
kontinu, maka

(i) rataan dari X terhadap fungsi kepekatan
m(x) adalah
p"f = E m [K]

= [ am()dx
= [ 2] r&loyn©)atax
= [ 70) | 7 (:{B)dza6

= [n@)u,©@)d0
=E,[4,®)]
Terbukti bahwa 4, =E_ [z (6)].
(i) ragam dari X terhadap fungsi kepekatan
m(x) adalah
o =E[(X - 1,)"]
= [ @-w) [ FOI7(O)d0dx
= [#0)[ - 1) 1 (2])dxd6
= E;r(Ef[K_ﬂm]z)
=B (B [(X~p 6)+
(O~ u,)1")
=E, (B [(X- 4 0) +
20X = p O, (0)— ) +
(4,©) - ,)'D.

Karena

E (X ~p,)']=07
dan
E 20X — 1,00, (@)= 12,)]
= 2E ;[(X — 1, @) (6) = p2,)]
=2(E,[(X -p,O)E [1,O0)~p,])
= 2((E [[XT~ p (Ot (O) = 11,))



=2((u 0)— p, ON(;0) — 1,,))
= ().
Sehingga nilai ragam dengan fungsi kepekatan
m(x) adalah
o =E [07@]+E [(1,6) - p,)].
Jadi Lema 1 terbukti, O
[Berger, 1985]

Akibat 2
(i) Jika gz (6) =6, maka g, = p4_, dimana

4, =E_[6] adalah rataan dari prior.

(ii) Jika 0'} @)= o*} (merupakan bilangan
konstanta yang tidak bergantung pada &),
maka O',f, = 0'} +0'j, dimana a‘i adalah

ragam dari prior.

Bukti :
(i) Karena () =0, maka dari lema di atas
dapat dilihat bahwa
Hn =B [1,(0)]
=E,[0]

= Ju:r *
Terbukti bahwa jika u, (0)=6, maka
zum = #f .
(ii) Karena 0'5— )= o‘f,, maka dari lema di atas
dapat dilihat bahwa
2 2 2
Oy = Eﬂ'[o-f(g)]—{- Efr[(auf (9) - fum) ]
=E_ [07]1+E [0 -1,)]
=0} +ol.
Terbukti bahwa jika 0')?; )= 0'} dan
bagian (i} dari Akibat 2 beriaku, maka
ol=ol+ol.
Jadi Akibat 2 terbukti. O
[Berger, 1985]

Definisi 23 (Ruang Tindakan)

Ruang tindakan, dinotasikan 4, merupakan
himpunan dari keputusan (tindakan) yang
mungkin, berkenaan dengan pendugaan & setelah

data X =X didapat.
[Casella dan Berger, 1990]

Definisi 24 (Aturan atau Fungsi Keputusan)
Misalkan A4 adalah ruang tindakan dengan

X=x

keputusan,

sebagai data amatan. Maka aturan

6(x)e @, adalah suatu fungsi

6 :X — A, dimana setelah mengamati x akan
berimplikasi pada pengambilan suatu tindakan
ae A.

[Casella dan Berger, 1990]

Himpunan @ adalah himpunan dari
semua aturan keputusan dalam bentuk
@ = { semua aturan keputusan & : R(&,5) <

untuk semua & € ©}.
Himpunan @ merupakan himpunan dari semua
aturan keputusan yang berlaku dengan ukuran @
sebesar mungkin sehingga semua aturan keputusan
vang layak dapat ditemukan dalam @ .
Ketepatan setiap tindaken @ yang

diambil, a€ A, jika @ adalah keadaan yang
benar, & € ®, divkur dengan fungsi kerugian.

Definisi 25 (Fungsi Kerugian)

Misalkan @ € ® dan g adalah tindakan dengan

ac A. Kerugian yang terjadi jika € adalah

keadaan yang benar dengan & adalah tindakan

yang diambil disebut fungsi kerugian, L(&,q),

yang merupakan suatu fungsi L:®@x 4 — R.
[Casella dan Berger, 1990]

Tindakan yang baik adalah tindakan yang
memiliki fungsi kerugian dengan nilai terkecil.

Untuk masalah yang tidak memiliki data,
suate aturan keputusan adalah suatu tindakan
sederhana.

Definisi 26 (Nilai Harapan Kerugian Bayes)
Jika 7 (@) adalah sebaran peluang dari 6 pada

saat membuat keputusan maka nilai harapan
kerugian Bayes dari svatu tindakan @ adalah

p(z",a)=E _.L(0,a) = LL(Q, a)z(9)de.
[Berger, 1985]



Definisi 27 (Tindakan Bayes)
Misalkan terdapat suatu tindakan a e 4. Suatu
tindakan yang meminimumkar nilai harapan
kerugian Bayes, p(% ,a), disebut tindakan
Bayes, dinotasikan dengan a,.

[Berger, 1985]

Kualitas dari svatu aturan keputusan
dilihat dari rataan kerugian yang akan terjadi, yaitu
dengan fungsi resiko.

Definisi 28 (Fungsi Resiko)
Untuk & yang diberikan, fungsi
didefinisikan sebagai

R©,6)=E , L(,5(X)

dengan E  adalah nilai harapan terhadap sebaran

resiko

peluang X dengan & yang diberikan.
[Rice, 1995]

Untuk masalah yang tidak memiliki data, maka
R(6,0)=L(6,5).

Definisi 29 (Fungsi Resiko dengan Sebaran
Peluang Kontinu)

Misalkan terdapat data X =X dan aturan

keputusan & € @ . Fungsi resiko dengan sebaran
petuang kontinu diberikan oleh

R(9,6)= [ LO6CONfGP)dx ()
h [Rice, 1995]

Dengan nilai & yang diberikan dipilih
aturan keputusan dengan nilai harapan kerugian
yang terkecil,

Fungsi resiko sebagai ukuran kualitas dari
aturan keputusan tidak selalu dapat digunakan.
Karena seringkali nilai § belum dapat diketahui,
maka tidak dapat ditentukan aturan keputusan yang
lebih baik dari aturan keputusan lainnya,

Fungsi-fungsi resiko dengan masing-
masing aturan keputusan kemudian dijadikan suatu
bilangan dengan resiko Bayes.

Definisi 30 {Resiko Bayes)

Misalkan & adalah fungsi keputusan terhadap
sebaran prior, 7(€), maka resiko Bayes adalah
fungsi

B(z,0)=E _R(,5)
dimana E _ adalah nilai harapan dan & adalah

peubah acak dengan fungsi sebaran 7(@).
[Casella dan Berger, 1990]

Definisi 31 (Resiko Bayes pada Sebaran Peluang
Kontinu)

Misalkan 7(€) adalah sebaran peluang kontinu

dari peubah acak ® , maka fungsi resiko Bayesnya
didefinisikan sebagai

mm&=LRwﬁmwma
[Casella dan Berger, 1990]

Definisi 32 (Batas Bawah)

Misalkan S adalah himpunan terurut, £ adalah
himpunan semua resiko Bayes, dan £ < S. Kita
sebut E terbatas di bawah apabila dge§
sehingga g < z,Vz € E. Selanjutmyaz g disebut

batas bawah dari E.
[Goldberg, 1976]

Definisi 33 (Infimum)
Misalkan S adalah himpunan terurut, £ adalah

himpunan semua resiko Bayes, dan £ — §. Kita
sebut 3 adalah batas bawah terbesar dari £ jika
(i) /[ adalah batas bawah dari £ .
(if)y Untuk setiap ¥ yang merupakan batas bawah
lain dari £ maka akan berlaku y < £.

Jika f adalah batas bawah terbesar dari £ maka
[ disebut infimum dari E dan ditulis
B =inf E.

[Goldberg, 1976}

Akan ditentukan aturan Bayes dengan
resiko Bayes yang terkecil.

Definisi 34 (Aturan Bayes dengan Sebaran Prior
)

Misalkan ) adalah himpunan semua aturan Bayes
yvang mungkin, dengan D < @ . Aturan Bayes
terhadap sebaran prior &, dinotasikan dengan

6,.(x), adalah sebaran yang meminimumkan

resiko Bayes di antara semua aturan keputusan
yang mungkin,



yang diberikan oleh
B(n,5,)=inf B(z,0). 0)
[Casella dan Berger, 1990]

Definisi 35 (Sebaran Posterior)

Misalkan f(x,8) adalah sebaran bersama X
dan @ sebagai peubsh acak dengan & e ®,
m(x) merupakan sebaran marginal X . Maka
sebaran posterior dari ® diberikan oleh

2 6’| ¥) = J&x.60)
m(x)
yaitu sebaran bersyarat dari ® dengan syarat X.
[Rice, 1995]
Sehingga dapat diperoleh
S.0)
m(«l)
n@lx)y="—""— "~
@ m(x)

2@pImx) = f(&P)=(©0). @)

Definisi 36 (Resiko Posterior pada sebaran

peluang kontinu)
Misalkan terdapat data X =x dan aturan

keputusan & € D.
diberikan oleh

E o L(6,5(x) = [ L(6,5(x)m(0f)do

dengan E , adalah nilai harapan terhadap sebaran

Fungsi resiko posterior

posterior dari @,
[Rice, 1995]

Teorema i
Untuk setiap x € X' dan a € 4, didefinisikan
rxa)y= [ LO,a)70R)d0. @

Untuk setiap x € X terdapat suatu a, € 4

sehingga
r(;_:, ag:_) = infae;:i X, a)' (5)

Misalkan &, adalah suatu fungsi dari X ke A,
didefinisikan dengan &, (x) = a,. Jika &, € D,
maka &, adalah aturan Bayes terhadap 7.

Bukti :

Misalkan & adalah suatu aturan keputusan dengan
resiko Bayes diberikan oleh

B(r,8) = LR(B, SHn(0)de

Berdasarkan persamaan (1), maka
- [[ [ 20500 raipax )i
= [ [, 26,6/ @leyr(@)dzds

Berdasarkan persamaan (3), maka

= [ [ L0.6@)»Om(x)dxdd
= [ [20.6@w@m@dodx
= [ [ 106,60 @domz)dx

Berdasarkan persamaan (4), maka
= [ r(x8())m)dx. 6)

Dari persamaan (5) dan persamaan (2) pada
Definisi 34, untuk setiap

‘.E € ...‘(.g:.)r(ﬁﬂ 5}1 (432)) = r(:x,..aaﬁ)
terkecil yang mungkin dan O

adalah  nilai

adalah aturan

Bayes yang membuat persamaan (6) minimum.
Jadi Teorema 1 terbukti. O
[Casella dan Berger, 1990]

Sehingga untuk data X, aturan Bayes akan

mengambil tindakan @, seperti pada persamaan

().

Aturan Bayes pada Masalah Pendugaan
Titik

Masalah pendugaan titik merupakan salah
satu yang penyelesaiannya berkaitan dengan
pembuatan keputusan. Untuk setiap data yang
diperoleh dan tindakan yang akan diambil pada
pendugaan titik aturan keputusan Bayes, ketepatan

keputusan ditentukan oleh fungsi kerugian,
kerugian Bayes, fungsi resiko, resiko Bayes,
sehingga aturan keputusan tersebut dapat

meminimumkan resiko Bayes.
[Casella dan Berger, 1990]

Definisi 37 (Error pada Fungsi Kerugian)
Misalkan & bemnilai real. Fungsi kerugian pada
umumnya diberikan oleh



(i) Squared error
L8, a)=(a- 9)2 .

(if) Absolute error loss, yaitu L{0,a) = Ia - 9[.
[Casella dan Berger, 1990]

loss, yaitu

Definisi 38 (Median)

Suatu nilai yang membagi frekuensi total menjadi
dua bagian sama besar disebut median. Bagi
sebaran frekuensi kontinu nilainya ditentukan oleh

[ reds=[7@dx=-

dengan m adalah median.
[Barizi, ef al. 1996]

Teorema 2
Misalkan terdapat masalah penduga titik dengan
parameter bernilai real. Dalam setiap dua situasi

berikut, jika 6, € © maka &_ adalah aturan

Bayes (disebut juga penduga Bayes)
(1) Untuk squared error loss,

5,()=E@).

(ii)Untuk absoiute error loss,

& (x) = median dari 7r(9|@

Bukti :
(iYUntuk squared error loss, misalkan & adalah

peubah acak dengan sebaran posterior 7:(9|{).
Dari persamaan (4) Teorema 1, maka :

Hx,a) = LL(B, ) (6)x)de

r(x,a) = L(a — ay* 7(6}x)do
=E[(6 - a)*|X =x]
=E[(#* -2a0 +a’)|X =x].

Untuk mengetahui nilai @, maka persamaan di
atas diturunkan menjadi

&9 _ w120 - 20lx =]
dé
=0
2E[f]-2a=0 %))
Agar persamaan (7) minimum, maka dipilih
a=E@X =)
= E(9|§).

Berdasarkan Teorema 1, maka dipilih

a, = E(B!Q =9 _(x).
(iiYUntuk “absolute error loss”, misalkan 1,

median dari sebaran 7:(491{), adalah suatu

tindakan,

(a)misalkan terdapat sebarang a € A dimana
a > m adalah tindakan yang lain, maka dari
hipotesis di atas didapat

L(@,m)- L(8,a) =|p — m|—|6 - a]

=(m-0)-(a—06)
=m-—a,jika 8 <m.
(8}
1(0,m)— L(0,a) =0 —m|— | - d|
=@-m)y—-(a—0)
=20—-(m+a),jika
m<68<a.
9}
L(@,m)- L(8,a) =10 — m|~|6 - g
=(@-m)—(0-a)
=a—m,jika @ > a.
(10}
Atau dapat ditulis
L(@,m)—- L(6,a)...
m—-a ,jika 8<m (8)

=<20—-(m+a),jikkam<@ <a 9)
Jjika @2=2a. (10)

Dari persamaan di atas berlaku

L@,m)—- L(8.,a)...
< [L@,m) - L(O,a) ) oy y (€) +

[L(6,m) - L(B, a)]I(m,w) 0). (1
Persamaan (9) merupakan fungsi polinom
maka fungsi tersebut kontinu di a.
Selanjutnya persamaan (9) dapat ditulis
L(@,m)—-L(8,a) =20 —(m+q)

=2a—-(m+a)
=g—m,jika
m<@<a. (12)
Persamaan (10) juga merupakan fungsi
polinom sehingga fungsi tersebut kontinu di
a. Karena persamaan (9} kontinu di @ dan
persamaan (10) juga kontinu di ¢ maka
persamaan dengan gabungan interval dari
kedua persamaan (9) dan (10) juga kontinu di

a—m



a. Dari persamaan (8), (10) dan (12), maka
persamaan (11) dapat ditulis sebagai

L@,m) - L(8,a) < (m—a)],_,,, () +
(a-m)l, (@)
(13)

dengan nilai harapannya
E ol L@.m)- L@, a)l...
= Ez(ﬂfa) {L(g’ m)] - En’(ﬂl{) [L(Q, a)] .

Berdasarkan persamaan (13), maka nilai
harapannya menjadi

E, o0 [LO,m]-E_ . [L6,a)]...
< [(m —a) .[: x(@lg)d@} +
(a—m)[rlolekao |

Berdasarkan Definisi 38, maka
Ex(ﬁfz) [L(8, m)] - Ex(em [L(G,a)]...

1 1

S\yn—a)-|+|la—mj—

(=03 |+ ] @-m}]

1 1 1 1
=—m—-—a+—a——m

2 2 2 2
= 0.
Maka pertidaksamaan di atas menjadi

E, o [LO,m]-E_, [L(6,a)]<0
Eg—(g;{) [L(@, m)] < Eﬁ-(gh:) [L(ﬁ, a)] .

(b)Misalkan terdapat sembarang @ € 4 dimana
& < m adalah tindakan yang lain, maka dari

hipotesis sebelumnya didapat
L(0,m)— 1(6,a) = |6 — m|- |6 — |
=(m-0)—-(a-06)
=m-—da,jika @ £ a.
(14)
L(6,m)- L(B,a) = |6 — m| - |§ — 4
=(m-0)—(6-a)
=(m+a)-26, jika
a<@<m
(15)

L(8,m)— L(B,a) = |6 - m|-|9 - d
=(@-m)—-(0—a)

=a—m,jka 8 = m,.

(16)

Dari persamaan di atas dapat ditulis
L@,m)~L(8,a)...
m-a ,jka @<a (14)
=<{m+a)-20,jikaa <@ <m(l5)
a-m Ljka 8=2m (16).
Dari persamaan di atas berlaku
LO@,m)-L(G,a)...
<{L(6,m)~ L8, D) (@) +

[L(ga m) - L(gs a)]I(m,m) (9) (17}
Persamaan (14) merupakan fungsi polinom
maka fungsi tersebut kontinu di @. Persamaan
(15) juga merupakan fungsi polinom sehingga
fungsi tersebut kontinu di . Selanjutnya (15)
dapat ditulis
L@.m)-L@,a)=(m+a)-206

={(m+a)—-2a
=m-a,jka
a<@<m. (18)
Karena persamaan (14) kontinu di a dan
persamaan (15) juga komtinu di & maka
persamaan dengan gabungan interval dari
kedua persamaan (14) dan (15) juga kontinu di
a. Dari persamaan (14), (16) dan (18), maka
persamaan (17) dapat ditulis sebagai

L@, m)—- L(@,a) < (m—a)l , ,, (@) +
(a - m)I(m,oo) (9) 19

dengan nilai harapannya adalah

E, o,y 1(6,m) - L(8,a)]...
=E 1y [LO,m)]-E 5, [L(6,)].

Berdasarkan persamaan (19), maka nilai
harapannya menjadi

E 0 [L@0,m]-E_, [L6,a)]...
< [(m —a) _[: z(Blg)dB} +
(a-m)[lolcke |

Berdasarkan Definisi 38, maka

Ez(ﬂi:_r) [L(E,m)]- E el [L(B,a)]...
< [(m - a)%} + [(a - m)%:l
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1
=—m-—a+-—ag-—m
2 2 2 2
={
Maka pertidaksamaan di atas menjadi

E, 1 [LO,m)]-E i, [L(8,0)] <0

E,olLO.m]<E , [16,a)].

Pada (a) dan (b), nilai harapan fungsi kerugian
dengan tindakan m terhadap sebaran posterior
memiliki nilai terkecil daripada nilai harapan
fungsi kerugian dengan tindakan a € A lainnya.
Sehingga berdasarkan Teorema 1, #2, median dari
sebaran 71'(19[5), adalah aturan Bayes atau

penduga Bayes.
Jadi Teorema 2 terbukti. O
[(Caseila dan Berger, 1990), (Berger, 1985)]

Aturan Keputusan Teracak

Aturan keputusan tak teracak
(nonrandomized) seperti pada pembahasan
sebelumnya merupakan kasus khusus dari aturan
keputusan teracak (randomized) dimana untuk
setiap X dipilih tindakan yang spesifik dengan
peluang satu.

Untuk beberapa kasus percobaan dimana
setiap tindakan yang ada memiliki peluang yang
sama maka tindakan teracak merupakan keputusan
yang tepat.

Drefinisi 39 (Aturan Keputusan Teracak)
Untuk setiap vektor acak x dan suatu sebaran
peluang pada A, aturan keputusan feracak

5 (x,) € @ adalah jika x adalah data amatan

maka & (x, 4) adalah peluang dari suatu

tindakan dalam A (subset dari 4 ) akan dipilih.
[Berger, 1985]

Himpunan o merupakan himpunan dari
semua aturan keputusan teracak & " untuk fungsi
resiko yang memenuhi R(6,5 )<co untuk

semua @,
Untuk masalah-masalah tanpa memiliki
data, suatu aturan keputusan teracak disebut juga

suatu tindakan teracak, dinotasikan & ().

Definisi 40 (Fungsi Kerugian Aturan Keputusan
Feracak)

Untuk aturan keputusan teracak & , fungsi
kerugian diberikan oleh
L(97 5 ) (E‘l')) = E b" (5’) [L(G’ a)]?

dengan E merupakan nilai harapan terhadap
tindakan 4.

[Berger, 1985]

Definisi 41 (Fungsi Resiko Aturan Keputusan
Teracak)

Untuk aturan keputusan teracak &, fungsi resiko
diberikan oleh

R(9,6") = E 4[L(8,5" (X)),
dengan E merupakan nilai harapan terhadap

sebaran peluang X dengan diberikan &,
[Berger, 1985]

Dalam  menyederhanakan  masalah-
masalah statistik seringkali dipergunakan statistik
cukup yang merupakan suatu fungsi dari data
amatan yang meringkas semua informasi mengenai

6 yang tersedia,

Definisi 42 (Statistik Cukup)
Misalkan X adalah vektor acak dengan sebaran

yang bergantung pada parameter & yang tidak
diketahui nilainya, dengan nilai lainnya diketahui.

Fungsi T dari X disebut statistik cukup untuk

@ jika sebaran bersyarat dari X , dengan syarat

T(x) =t, adalah tidak bergantung pada &.
[Berger, 1985]

Definisi 43 (Partisi oleh Statistik Cukup)
Misatkan 7°(x) adalah statistik dengan range 7,
yaitu T ={T(x):x e X} . Partisi dari X oleh
T adalah himpunan semua set-set dalam bentuk
X, ={xe X:T(x)=1}.
untuk € T .
[Berger, 1985]

Himpunan X dipartisi menjadi set-set
X, yang saling lepas sehingga jika #, # ¢, , maka
X, NX, =¢ dn X, =X.
-4 2 rel
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Definisi 44 (Partisi Cukup)
Suatu partisi cukup X adalah partisi oleh suatu

statistik cukup 7.
[Berger, 1985]

Definisi 45 (Fungsi Resiko Aturan Keputusan
Teracak Berdasarkan Statistik Cukup)

Untuk sembarang statistik cukup T(X), & (¢,

adalah aturan keputusan teracak, dengan T
sebagai ruang contoh, yang berdasarkan statistik

T'. Maka fungsi resiko aturan keputusan teracak

berdasarkan statistik 7 diberikan oleh :
R(0,6°)=E,[L(6,6 (T.))]

dengan K, adalah nilai harapan terhadap statistik

T.
{Berger, 1985]

Definisi 46 (Aturan Keputusan Teracak

Berdasarkan Stafistik Cukup)
Misalkan 7' merupakan statistik cukup untuk &.

Aturan keputusan teracak berdasarkan statistik 7
diberikan oleh

8, (t, ) = By, [64(X, 4]

dengan E x| merupakan nilai harapan terhadap

H

sebaran bersyarat X dengan syarat 7.
[Berger, 1985]

Lema 3
Jika X dan Y adalah doa peubah acak, maka
nilai harapan fungsi /#(X) terhadap sebaran X

dapat ditentukan fewat nilai harapan fungsi A(X)

terhadap sebaran X dengan syarat ¥ sebagai
berikut

E , [H(X)] = Ey [E y, [H(X)]].

Bukti :
Ey [E gy (AN = [ E 4y TROOLS ()
= [ [ BX) fp o) £y ()l

fXJ’(xsy)
= (XY 222222 £ (y)dxd
[ [ nexy oy e

= [’; f; H(X) fyy (x, y)dxdy

= _E;h(X)[:fXY (x, y)dvdx

= [ 1(X) £y (x)dx
=E[A(X)]
Maka
E, [A(X)]= E, [E , [A(X)]].

Jadi Lema terbukti. O
[Ross, 2000]

Teorema 3
Misalkan 7' adalah statistik cukup untuk @, dan

8,(x,) adalah sembarang aturan keputusan

teracak dalam @ . Maka terdapat suatu aturan
keputusan teracak &. ; (t,"), yang bergantung hanya
pada T(x), dimana R(@, c‘)‘l‘) ekuivalen dengan
R(8.,8,).

Bukti :
Berdasarkan Definisi 45 maka

R(0,6]) =E.[L(8,6, (T,)].
Dari Definisi 40, maka
= ETE,;;(T_.) [L(8, a)].
Dari Definisi 46 maka
= ETEQTE(;‘; ) [L(O,a)].
Dengan menggunakan Lema 3 maka diperoleh
=E XE 5 [L(8,a)].
Dari Definisi 40, maka
=E4[L(0,5,(X,)]
= R(@, 50' ).
R(8.5,) = R(8,6,).
Dapat disimpulkan bahwa R(6, 51‘) ekuivalen

dengan R(@,é‘; ).

Jadi Teorema 3 terbukii, O
[Berger, 1985]

Dari teorema di atas dapat disimpulkan
bahwa penentuan aturan keputusan menggunakan
fungsi resiko hanya perlu berdasarkan suatu
statistik cukup.
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Kelayakan Aturan Keputusan

Kelayakan dari aturan-aturan keputusan
sangat diperhatikan dalam memilih  aturan
keputusan yang tepat. Oleh karena itu didefinisikan
kelas-kelas yang mengandung aturan-aturan
keputusan yang baik (good rules).

Definisi 47 (Perbandingan Aturan Keputusan)
Misalkan &, dan &, adalah dua aturan keputusan

dengan masing-masing fungsi resiko R(8,6,)

dan R(8,8,).Kita sebut aturan keputusan :

(i) O, adalah tidak lebih jelek dari &, jika
R(6,6,) < R(0,0,) untuk semua & ¢ O,

(i) 8, lebih baik dari O, jika
R(8,56,) < R(8,6,) untuk semua 0 c @
dan  R(6,6,) <R(8,6,) wuntuk suatu
6.

(i) &, ekuivalen  dengan  J,  jika

R(6,6)) = R(0,5,) untuk semua & € O,
[Casella dan Berger, 1990]

Karena terdapat banyak aturan keputusan
yang layak, maka menggunakan fungsi resiko
dalam memilih aturan keputusan yang tepat sangat
sulit. Penggunaan prinsip resiko Bayes merupakan
salah satu prinsip tambahan untuk menyeleksi
aturan keputusan secara lebih spesifik.

Definisi 48 (Kelayakan &)

Aturan keputusan &, disebut layak apabila tidak
ada , € @ yang lebih baik dari J,. Aturan
keputusan &, disebut tidak layak apabila ada

0, € @ yang lebih baik dari J,.
[Casella dan Berger, 1990]

Definisi 49 (Prinsip Resiko Bayes)
Prinsip resiko Bayes, yaitu aturan keputusan &,

adalah lebih baik daripada &, jika

B(n,8,) < B(x,8,).
[Berger, 1985]

Himpunan © merupakan himpunan
aturan keputusan yang besar yang mungkin

memuat semua fungsi dari X ke 2. Sehingga

untuk dapat menentukan & € @ yang akan
digunakan dibuat sub kelas { yang lebih kecil

berdasarkan perbandingan dan kelayakan dengan
memuat semua aturan yang tepat dengan ¢ < @ .

Definisi 50 (Kelas Lengkap)
Misalkan ( suatu kelas aturan keputusan yang

merupakan subkelas dari @ . Kita sebut ' adalah
kelas lengkap jika untuk sebarang J, ¢ C ada
0, € C schingga O, lebih baik dari &,. Kita
katakan (' mendekati kelas lengkap jika untuk
sebarang &, & C ada &, € C sehingga &,

adalah tidak lebih jelek dari &, .
[Casella dan Berger, 1990]

Hubungan antara kelayakan dan kelas lengkap
dijelaskan pada teorema berikut.

Teorema 4
Jika  adalah kelas lengkap dari aturan keputusan,

maka kelas aturan keputusan yang layak terdapat di
C.

Bukti :
Misalkan O, adalah suatu aturan keputusan yang

layak. Jika &, & C, maka dari Definisi 50, ada
suatu &, € C sehingga O, lebih baik dari &,.
Kontradiksi dengan Definisi 48, yaitu J, € O
adalah aturan keputusan yang layak jika tidak
terdapat 8, € @ yang lebih baik dari &,. Oleh

sebabitu &, € C .

Jadi Teorema 4 terbukti,
[Casella dan Berger, 1990]

Kelayakan dari aturan Bayes dijelaskan pada
teorema berikut

Teorema 5
Misalkan terdapat suatu masalah keputusan dimana

ruang parameter ® adalah subset dari garis real,
Anggap untuk setiap aturan keputusan & € @,
fungsi resiko R(&,9) adalah fungsi kontinu dari
@® . Misalkan 7(&) adalah sebaran prior dalam

® . Dengan syarat untuk sebarang & >0 dan
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8c®, inteval (O-£0+¢£) memiliki

peluang positif di bawah 77 . Misalkan &, adalah
aturan Bayes terhadap . Jika
~ 0 <B(7,d,)<w, mka &, adalah aturan
keputusan yang layak.

Bukdti ;
Anggap &, adaleh atwan keputusan vang tidak
layak. Dari Definisi 47 dan Definisi 48 terdapat

suatu aturan Sed sehingga
R(0,6) <R(8,5.) untuk senmma 6 e ® dan
untuk  beberapa &, misal ¢, maka
R(8',8) <R(6',6,). Misalkan
R(6,8)-R(#',8)=v>0. Karena

R(8,5.) dan R(H,5) keduanya kontimu, maka

R(6,6,.)—R(8,6) juga kontinu. Selanjutnya

terdapat sebarang &£ > (0 sehingga
R(©,5.)-R6,8)>

untuk Bec(f'—&,8 +&)
~o0 < B(r,8,) < 0. Berdasarkan Definisi 30,
maka

B(r,6,)-B(x,8) = [ “;R(a, 8_)7(0)dd

semna dan

- R(8,8)n(6)d0

= [ [R@6.5,)-R©6,8)]
z(d)de

> ["1R(6,8,)-R(6,5)]
z(6)do

Y pdts
> jﬂ_ n(6)de

> 0.
Maka

Bz, 8.)— B(x,58)> 0
Pertidaksamaan di atas merupakan kontradiksi dari
O, sebagai aturan Bayes terhadap 7 . Oleh karena

itn &, aturan keputusan yang layak.

Jadi Teorema 5 terbukt. O
{Casella dan Berger, 1990]

Pada wmumnya aturan Bayes adalah
layak. Berdasarkan Teorema 4 maka aturan Bayes
terdapat di kelas lengkap.

Pada aturan keputusan teracak juga
terdapat pengelompokan aturan keputusan ke
dalam kelas-kelas yang mengandung aturan-aturan
keputusan teracak yang baik

Definisi 51 (Perbandingan Aturan Keputusan
Teracak)

Misalkan &, dan &, adalah dua aturan keputusan
teracak dengan masing-masing fungsi resiko
R(B,8;) dan R(6,5]). Kita sebut aturan
keputusan teracak :
@ &, adalah tidak lebih jelek dari &, jika
R(0,6,) < R(B, 8, untuk semma 6 < ©.
(@) &, lebihbaik dari &, jika
R(6,8,) < R(6,5;) wniuk sermia 6 € ®
dan R(8,8,) < R(6,85,) untuk suatu
8co.
Gii) &, ekuivalen dengan &, jika
R(8,8,) = R(6,5,) untuk semua 6 < ©.
[Berger, 1985]

Definisi 52 (Kelayakan &)
Aturan keputusan teracak &, disebut layak apabila

tidek ada &, € @ yang lebih baik dai &, .

Atwran keputusan teracak &, disebut tidak layak

apabila ada &, € ©" yang lebih baik dari J;.
{Berger, 1985]

Tustrasi

Contoh 1 .
Misalkan terdapat suatu populasi dirnana populasi

tersebut berukuran n, yaitn X, X,,...,X, dan

setiap X, memiliki sebaran dengan fungsi
kepekatan peluangnya adalah

HEIE é-, 0 < x <8, 0 selinnya.

Fungsi kepekatan peluang ini masih bergantung
pada pazameter & yang nilainya belum diketahui,
tetapi sebarannya diketahui, vaitu sebaran dengan
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fungsi kepekatan peluangnya adalah
Fs
7(8) = fa

P o <8 <o, 0 selainnya
dengan & > 0, B >0, yang selanjutnya kita sebut
sebaran prior. Karena O<x<@&, maks untuk

menduga & akan dipilih penduga Bayes dengan
data amatannya adalah statistik maksirnum, yaitu

statistik tataan ke, X sy Diketali fungsi
kerngiannya adaleh
L(8,8(x,,)) = (0 — 8(x,))°.
Penyelesaian
Diketahui fungsi kerugian yang diberikan adalah
L(6, 5(-"3(:1) N= (9 - 5(x(n) )] 2

Berdasarkan Teorema 2, maka penduga bayes vang
digunakan adalah

8(x4y) = E(Blx )
= [ On(0)x,,)d0.
Untuk mengetahui nilai harapan di atas, terlebih
dahutu ditentukan sebaran #(8x,,, ), yaitn

&(x): 9
T(Bxey) = m(ic: 3
2{(x,, 10)7(8)
7(Olx,) = ?;EL )
)

Fungsi kepekatan peluang dari statistik fataan
X (ny 2dalah

?1! -l
——— (F (x,y 1O
(n—-l)f(n"n}!( Gy )

(1-Fxg, lﬁ))n_n f (X4 |6)
[Hogg and Craig, 1995]

g(x(n) ]8) =

Dari fangsi kepekatan peluang peubah acak, maka
H) 1
F (x(n)lg) =

Maka

g(x(n) I@) =
_ ,{hj — ( }_]
g 9
_ [E) ()™
\o) ¢

_ n , n-l
— 'é: A‘(ﬂ) ]

sehingga fungsi bersama statistik tataan, X
dan 8 adalah
g(x(n)?g) = g(x(n) |9)73(9)

{erfes
- 5‘ ) "é‘fs“ﬁ“

-1
_ mc(n)" il &
- 9n+,¢.ﬁ~1

Sedangkan fungsi m(x,,) dapat ditentukan
sebagai berikut
@ itk x, <@

) = [ glx4y,0)d0

— Jm-—nx(n)n_lﬂ“ g

- e 6#4-.&-1

(n)>

de

_ n-1 y:d 1
=mx,y pa _C g

= nx,," pa’ [ 077d8

S a—

de

B

—n

Maka fungsi =(6

Xqy) adalah  sebagai

i5

(n-Dlaf %\ e °[_1_
(- 8 6 | \a

)



berikut
n-1 8
X, Pa

@n-!-ﬂ-t—l

7(0x,,) =

_l -
N

n+p

| af (n+/3]
- 9n+ﬂ4—& a™”

_(n+ Pa"?
=g

Dari sebaran z(@lx(,,)) dapat dicari penduga
Bayes dengan fungsi kerugian

L(97 6(x(rr) )) = (9 - a(x(n) ))2

yaitu

B(n+ Pa™’
§(x(")) = f 9%[)‘4—1 d6

=(n+ Ba"* f 6" 2 de

=(n+ Ba™’
[9-n—ﬂ+l t)

(__ a " B+l )

1

(—n—ﬁ+1
3 (n+ Pa™*
T —n-p+1
_(n+ P’
- n+f-1
_(n+ P
B n+p-1

( a—n— A+l )

sehingga
n+ plax
(5(x(n))=—( A) .
n+f-1

(i) untuk x,, >, maka

(20)

n-1 B
nx,, Pa
M) = [ — 40

(n)

=, B’ [ 67"7do
()

1 -
_n_ﬂ[g ’ m)

-1
= f’lx(n)" ﬂaﬂ(

1
_ wigy” B’

-n-pf

n-1 Y]

— nx(”) ﬁa (x —"—ﬁ)

n+ 3 )

-l 8
., Ba

n+
Maka fungsi (&
berikut

-n-p
(=x() )

X(y) adalah sebagai

-1 B
Xy yiles
9"""6"'1
_Ij_t ﬂ
HX Po

n+pf

n-1
n+f3+ ~f1-t
o Xin)

+p
_ x(n)n (n+p)
I

A

X)) =

Dari sebaran 7(6@

X(y) dapat dicari penduga
Bayes dengan fungsi kerugian
2
L(0,6(xy)) = (6 — 6(x() )
yaitu

F(Xg)) = f

(n}

&(n)m-ﬁ (TI + ﬁ)

gnﬁﬁ%i dﬁ

=%, (n+ B) f 0" de

(€3]

B
= x(n)M (n+p)

1 _—
[wn—ﬂ+l[9 ’ E’"J

_ X" (14 B) x
-n-fB+1 o
_ x(n)n+ﬁ (n + ﬁ) (x —n—ﬁ+t)
n+ -1 )
_ % (n+ )
n+ g1
sehingga

~n— A+l )
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Bx () = Py RE 21
Dari persamaan (20) dan (21), maka
_M_‘, x(n) < a
S(x, )= n+ f+1
w x(n) (n + ﬁ)
T aiy? w7
n+ f+1
Conioh 2

Misalkan terdapat suate populasi dimana populasi
tersebut berukuran n, yain X, &,,.., X, dan

setap X, memiliki sebaran dengan fungsi
kepekatan peluangnya adalah

f(x|9)= %’ 0 < x <8, 0 selainnya.

Fungsi kepekatan peluang ini masih bergantung
pada parameter & yang nilainya belum diketahui,
tetapi sebarannya diketahui, yaitu sebaran dengan
fungsi kepekatan peluangnya adalah

2
jq:(@): 'é'é'a

yang selanjutnya kita sebut sebaran pricr. Karena
0<x <8, maka untuk menduga £ akan dipilih
penduge Bayes dengan data amatannya adalah
statistik maksimumn, ymto statistik tfataan ke-n,
X (ny - Misalkan fungsi kerugiannya adalah

L(8,5(x ) = 0~ 8(x )|

1< 8 <o, 0 selainnya,

Penyelesaian
Diketahui fungsi kerugian yang diberikan adalah

L(B,8(x ) = |0~ (vs)

Berdasarkan Teorema 2, maka penduga bayes yang
digunakan adalah

8(x,,y) =medion dari 7(x,,).
Untuk mengetahui mediannya, terlebih dahulu
ditentukan sebaran 7(8lx,,, ), vaitu

g(x(» )
m(x(”))
)= g(x(n) 19)”(9)
) m (x . ) *
Fangsi kepekatan peluang dari stafistik tataan

w0

xfn)) =

z(Glx

X, adalah

8xg|0) = (~5Q—m;(<m@f4

(A= F(x, |00 f(x,,0).
[Hopg and Craig, 1993]

Dari fungsi kepekatan peluang peubah acak, maka

w 1
Fx  |6)= " = ax
(x(n)l ) 8
[:x:|x\'n)
=13 0
_Fm
g
Maka
n-1 [¥]
(n—Dln{ x, Xon 1
[ 1——= 1=
8 lf) = nmm[ 9 J [ g Me

D) H[l)
e )
_ ( n J (x(n))n*l

- P 9::-—1

I n-1
[m)“”

sehingga fungsi bersama statisik tataan ke-n,
X (> dan & adalah

8(%4,0) = 8(x, [0)7(E)

Gk (7)

_ 2n n-1
T *m)

Sedangkan fungsi m(x,) dapat ditentukan

sebagai berikut
(@ untuk x, <1

m(x(n)) = r 4 (x("),é)dﬂ
= 92” Xy A0

n-1 —~H
= 2., [T 672 d0
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o= o}

2]2}’.‘ n-1
{n} -n-3
=9
Y ( )

2” x n-1
n+2
Maka fungsi 7(6|x ;) adalah sebagai berikut

2n
9}:+3 x(”)

n-1
wO) =
n+2x(">
_n+2

- 8::4-3 ¢
Misalkan 7 adalah median dari sebaran
E(€|x<,,)). Maka dari sebaran #(6jx,)

dapat dicari pendnga Bayes dengan fungsi
kerugian

L(6,6(54s))) =10 — ()

vaitu
_[;”'n_*'mj% 46 = 1
9”1‘ 2
1
+2] 6"dh =~
n+2f S
i 1
+2 oA |= =
7 [— n~2 [ r ] 2
n+2 -2 q-n-2 1
-1 =
-n—-2 (m ) 2
?n—n—l _ lmnml - _1_
2
m—n—.?. e l
2
"= n+%/§
sehingga
5(x(y) = "¥2. (22)

(@) untuk x,, >1

o) = | (x4, 0)d0

< 2n n-1
=) —=x, df
oy 9n+3 ()
= ZHx(H)a_I 9—”_3d§
Ly
1
= 2nmx,,"" H2
( ) ( n-— 2 [ En)
an(n)n_l -2
= 7 - ) )
n-1
_ 2meg, (o)
n+2 W
_ 2?’1 -3
py2 @
Maka fungsi 7(6x, ) adalah sebagai berikut
2” x -1
9n+3 (m
o2 (/PN Eol A—
{ (n)) 2” 3
n+2 Fo

_ n+ 2 n+z
- 9n+3 ) :
Misalkan 7 adalah median dari sebaran

x(ﬁlx@). Maka dari sebaran 7(8x,,)

dapat dicari penduga Bayes dengan fungsi
kerugian

L(6,8(x))) = |0 — 3(x,y)

yaitu
(n+ D™ j ':lje""“da = —;-
(n+ 2)x<,,>"”(_ nl_ Sl L, J = %
X w2 (2 x(n)_"_z) _ __:,12_

n+2
Y | 1
m 2
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m="{2x,

sehingga
é'(x(n}) = ”*%/Ex(n).
Dari persamaan (22) dan (23), maka

S(x. )= szz‘, Xy <1
<n>. m\z[jx(n), Xy >1

@3)

Contoh 3
Akan ditunjukkan bahwa penduga Bayes,

§(x(n) ), untuk & pada Contoh 2 dengan fimgsi
kerugian

L(8,6(x4, ) = (8- 6(x,))",
adalah penduge yang layak dan termasuk dalam
kelas lengkap.

Penyelesaian
Dengan fimgsi kerngian sepeared error loss, maka

@) untuk x, <1
5(-":(")) =E[8 x(n}]

T{o e

=n+2 f 8"de

=ty

:n+2[
_n-—.—

_ ?’I"l‘z( 1_,1_1

|
n+2

n+l’
sehingga
n+2

& = .
o) n+l
(i} untuk Xy > 1
5(-"-'(”)) = F[6 x(n)]

® H+ 2 "
- Xy G(ij@ 2d9

n+2 ~n-2
={(n+2)x, j;g df

24

=(n+ 2)xcn>n+2(“‘"“““—_ nl " {9—"_1 E,, J

n+2 .
- (_ — 1}@)“2 (—-x(,,) ] )

_n+2x
nel @
sehingga
nt+2
g(x(n)) - N+ 1 x(n) (25)
Dari persamaan (24) dan (25), maka
n+2
[T
S5ey) = n+2

—_— X X >1
n+1 {1)? (")

Fungsi resiko Bayesnya adalah
@ untk x,) <1
B(,8(x0)) = [ R(8,8(x,)7(8)d0

= " [ L6, 8, g (x,n}0)
i,y ()6

[ 0t e
(6)cix A6

= [T 100,850y D5, Ot 0

(22 (25)

n-1
Xy Hyd

-o-(22))(2)

9 n-1
[y ey 6

o2 (&)

(i N de)
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-Gl o
- [l -2 222)+ (222

ntl 1 [
2(n+1] [_2[9 ]TJ
=2 In]- 4(”*2](1 "
n+2Y(1,,
[n+1] (E(l )]
=2Inl- 4(’”2} (’”‘2)2
n+l n+1

(n-i-Z] [n+2]
=-4 +
n+l n+l

sehingga
2
n+2 n+2
B(n,6(x,,,))=—4 + ,
(7,6 (%)) [n+l} (n+1]
dan
—0 < B(7,6(y,)) <.

(i) untuk x,, >1
B(7,6(x)) = [;R(ga (xy N7(0)d6
- .[: Eo L(G’ 5(3‘:(") ))g(x(n) 8)
dx,(0)d6
= Eo Eo L(8,6(x,y )eg(x, |‘9)
7 (O)ds d0
= [ [ 10.6Gey)grryr O) by d6
‘f f (n+2) )2(_2_"“)
" n+1 ("} 9n+3

Xy Ay d0

L5 )

-1
Xen) dx(,,)dﬁ

—L(m»slf( S
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+
1

Lo
ko

A
+2
jm [9n+3

( n
s

n+1 ]+[H -+ ZJZ
Fo) nt+l

1

,,_( 26 Imz
A+l A n+1

+2

6"”’-&(”
n+l

o

[P

= [ }rﬂ-z n+2
Xy 9n+3 (.’1 + 1)2

(412\(
& )

+2\

[211\(
g A

9”*%[ nt2 Jem}m
(n+1)°
e (Z)_
- iy \ G
G
g (n-i—l)z)
_ m(%)_
- i\ &
:J'm (_1..12
i\ &

n+2
L(n+1)?

do

n+2 10
(n+1)?

_on E2 Vg
(n+1)°
’”22 Bj‘”a-*de
X

z[Z-—Z
(n+1)

_ [[2(»2 +2n41) - 2n(n+ Z)J}me];
)2 n}

(n+1

2
- (W}[— In x(,,)]

Karena 1 < Xy <0, maka
-0 < B(.ﬁ, é‘(x(n) )) <0,
Dari bagian (i} dan (i) dengan aturan keputusan

5(""(1:) ) =

n+

2

_ x,. <1
n+1 @

n+2
n+l

—— X X >1

adalah penduga atau aturan Bayes dan
— 0 < B(7,6(x, }) <,

maka &(x,) adalah aturan keputusen yang

layak. Aturan keputusan yang telah didapat
sebehurmya, yaitn

n+2

Sxgp)=1, 31

n+2 i
Rt X, >
n+1 () ()

adalah aturan Bayes atau penduga Bayes.
Berdasarkan Teorema 4 maka S(x, ) terdapat di

kelas lengkap (.

Xy <1

Contolh 4
Misalkan terdapat suatm populasi dimana populasi

tersebut berukuran n, yaim X, X,,...,. X dan
seiap X, memiliki sebaran dengan fungsi
kepekatan peluangnya adalah

F o) = —;—, 0 < x <8, 0 selainnya.

Misalkan X adalah median dari data amatan dan

X adalah rataan dard data amatan yang
merupakan statishk cukup untuk &, Kita akan
menunjukkan bahwa terdapat  suatu  aturan

keputusan teracak, &, , yang bergantung hanya
pada statistik cukup dimana  R(6,8,(1,))
ckuivalen dengan R(6,5,(x,)) den &, =%
adalah sembarang aturan keputusan teracak.

Penyelesaian
Berdasarkan Teorema 3 maka akan terdapat suatu

aturan keputusan teracak, J,, yang bergantung
hanya pada statistk cukup dimana R(6,d,)
ekuivalen dengan R(G, 5; )} dan 53' adalah
sembarang aturan keputusan terscak. Diketahui
X, menyebar seragam, maka nilei median dan

rataan dari sebaran X, adalah sama sehingga
R(8,8(x:) = R(6,%)

= R(8,X).
Diketahui X merupakan statistik cokup untuk &
schingga M
w’fj"‘f:’ whio ’giw"‘%
‘&

S o ‘!\:e’wg«n"*’,y Q




R(6,%)=R(8,5,(z,").
Dapat disimpulkan bahwa ¥ merupakan aturan
keputusan teracak yang bergantung hanya pada

statistik cukup R(&, 5, ) ckuivalen dengan
R(8,5,).

KESIMPULAN

Pada fulisan ini dikaji aturan keputusan
Bayes pada pendugaan ftitk dan  analisis
kelayakannya. Aturan keputusan Bayes merupakan
aturan keputusan yang menggunakan beberapa
informasi terkait, yaitu sebatan prior dan sebaran
posterior. Selain in juga mengpunakan fungsi
kerugian, fungsi resiko, dan fungsi resiko Bayes
dalam menentukan aturan keputusan Bayes. Afuran
Bayes berbeda-beda untuk setiap fungsi kerugian,
Di antaranya, untuk sguared error loss aturan
Bayesnya adalah nilai harapan dari sebaran
posterior dan untuk absolute error loss aturan
Bayesnya adalah median dari sebaran posterior.

keputusan tak teracak merupakan kasus khusus dar
aturan keputusan teracak. Aturan keputusan teracak
yang divkur dengan fungsi resiko dapat ditentukan
berdasarkan suatu statistik cukup.

Aturan keputusan yang layak dengan
fungsi resiko sebagai ukuran kualitas adalah ataran
keputusan dengan fungsi resiko  terkecil
Sedangkan untuk resiko Bayes sebagai ukuran
kualitas, aturan keputusan yang layak adalah aturan
keputusan dengan fimgsi resiko Rayes terkecil.
Aturan Bayes dengan fungsi resiko Bayes yang
bernilai terhingga merupakan aturan keputusan
yang layak. Aturan-aturan keputusan yang layak

Aturan  keputusan yang dikaji adalah  terdapat dalam kelas lengkap.
aturan keputusan teracak dan tak feracak. Aturan
DAFTAR PUSTAKA

Barizi, ot al. 1996, Kamus Matematika : Statistika.
Pusat Pembinaan dan Pengembangan Bahasa
Depdikbud. Jakarta

Berger, J.O. 1985, Statistical Decision Theory and
Bayesian Analysis. Ed. Ke-2. Springer-Verlag
New York, Inc. New York.

Casella, G. dan R.L. Berger. 1990. Statistical
Inference. Wadsworth, Inc. Belmont 94002.
California.

Goldherg, R.R. 1976. Methods of Real Analysis.
Ed. Ke-2. John Wiley and Sons. New York

Grimnett, G.R. dan D.R. Stirzaker. 1992,
Probability and Random Processes. Ed. Ke-2.
Clarendon Press. Oxford.

Hogg, R.V. dan A.T. Craig. 1993. Introduction to
Mathematical Statistics. Ed. Ke-5. Prentic
Hall New Jersey 07632,

Rice, J.A. 1995, Mathematical Statistics and Data
Analysis. Bd. Ke-2. Wadsworth, Inc. Belmont
94002. California.

Ross, S.M. 2000. Imroduction to Probability
Models. Ed. Ke-7. Academic Press. San
Diego.

Yeh, R.Z. Modern Probability Theory. 1973.
Harper & Row, Publishers. New York.

22



