


Jurnal Matematika Integratif ISSN 1412-6184
Volume 10 No 1, April 2014

Jurnal
MATEMATIKA INTEGRATIF

Pimpinan Redaksi : Dr. Endang Rusyaman

Anggota Redaksi  : Dr. Diah Chaerani
Dr. Juli Rejito
Nurul Gusriani, M.Si.
Anita Triska, M.Si.

Penyunting Ahli : Prof. Dr. Sudradjat
Prof. Dr. Budi Nurani
Prof. Dr. Asep K. Supriatna
Dr. Ema Carnia
Dr. Stanley P. Dewanto
Dr. Setiawan Hadi
Dr. F. Sukono
Dr. Nursanti Anggriani

Alamat Redaksi

Jurusan Matematika FMIPA Universitas Padjadjaran
JI. Raya Jatinangor Km 21, Jatinangor Telp./Fax : 022-7794696

http://math.unpad.ac.id/jmi dan e-mail:_jmi.unpad@gmail.com
Jumnal Matematika Integratif terbit dua kali dalam satu tahun (bulan April dan Oktober)

Jurnal Matematika Integratif

Jurnal Matematika Integratif (JMI) adalah jurnal nasional matematika yang
dimaksudkan sebagai wadah komunikasi para matematikawan serta ilmuwan lain
dari praktisi yang banyak menggunakan matematika dalam kegiatan penelitiannya.
JMI menerima naskah dalam bidang kajian matematika secara luas, yang meliputi
diantaranya, analisis, aljabar, geometri, matematika terapan, pendidikan matematika
dan kajian multidisipliner berbasis matematika yang berasal dari permasalahan
diluar matematika.

Petunjuk berlangganan dan publikasi lihat halaman lampiran




Jurgal Matematikia Inteerasit 1SN 1412614
Volume 100 No B April 2004 hal 4.17

Kasus-kasus Buruk Penggunaan Metode Titik Interior pada
Optimisasi Linear

Bib Paruhum Silalahi
Departemen Matematika. Fakultas MIPAL Institut Pertanmian Bogor
J1. Meranti. Kampus IPB Darmaga. Bogor. 16680
Email: bibparuhum1 «yvahoo.com

ABSTRAK

Metode titik interior adalah suatu metode dengan wako polinonial dalam menyelesinkan masalah optimisast near.
Metode tik nterior sering menggunakan central path sebagar panduan menuju solust optimadnva, Pada paper ini
diberikan suatu worema vang menyatakan bahwasanyva kendake redundan dapat mengubah pusat analitk central path
vang sekalivus mengubah central path, Dengan bantuan teorema i ditimpilkan suatu kasus dimana metode utik mterior
beruniuk kerja buruk dengan adanva kendala redundim, Kemudian dizajikin suatu masalah optimisasi linear yang
menuliki centmil path dengan pola oz Pola agzag pada central path uga mengakibarkan metode tink interior bekerga
lebih kima dalam menwu =olusi optimal.

Kata kunci: metode nuk imterior, contrd path, polic zizeag, kendiali redundin, kasus bondk, optimasast lincay

ABSTRACT
Daterion point method tsa mothod with pofenomial thme for solving lincar optinisation: probloms, Itersor pent methods often
e the contral path us o guidance to the optimal sulution, T thes paper, we present o theorem which states that the redanedent
vontstramnts can change the enalvtic conter of the contral path ad theveore change the centeal path, With the Tielp of this
theorem e present a case wehene an iterar pont ethod hes bad perpormance: Then e also present a linvar optionzation
povbdem which hes contrad poth cith o sigzag pettern. Zigzos pattern of the central path fed v intericr point mathoed woork
Ferssser thon wsteal tows cueds the optiomed salvtion

Keywords: interwr potet micthod contral path, zigzag pattern, vedundent constroonts, bond coses, rear opfimazistion,

1. PPendahuluan

Permasalahan optimisast lincar (OL) adalah <suau peemakahan dimann sescorang e meminimumbk:in
atau menuiksimumkan suatu tung=i taguan vane berbentak Tinese denean kendaliockendiala vang dinvatakan
didam persamann inear danatau pertak<amaan hoear: Penchitpme-penchitian optimisast hinear telah
membentuk entian vang pangange. dimubio pada taban 17997 <ewakoo Dantzie memaparkan metode
simpleks untuk menvelesiakan masalah OL 1] Kelemahan dan o metode simpleks adalah jumbiah
eri=n vang diperlukan untuk menvelesakan masalah OL dapat tambul sceearan eksponensial. Hal
int ditunjukkan pertama sckali oleh Klee dan Mty (8L Klee dan Minty memberikan contoh dimanas
metode  <tmpleks memerlukan 2 I oateras<t untuk  menvelesaikan mazalah O dengan 2#
pertidak=amaan, Berkut adalah ma=alah Klee-NMiny dimonsg o

miny,
Kendala pveoo 35S T =g B2 Lt

dimana p adalah Wlangan posnft lebih keal dar setengah dan v = 00 Dapat diverttikasi hahwa
iwmbah vertex di dalam domam masalah Klee-Mimy ada sebanvak 20 Klee-Minty menunjukkan
hahwasanva dengan sturan pivot Dantzig, metade simploks akan mengunpine semus verteks, viang
berart waktu kompuras vimg diperlukan adalab cksponensial (2 1o Seqk sta hampar untok <emua
ataran pivet metode simpleks dapat diberikan contoh conge memerlukan wakon ckspoensial

Pada tahun 19749 Rachivan memaparkan suata metode baru antuk monvelesatkan maesalal 01,
dengan waktu polinomial 7], Metode i dikenal dengan mama merode olipsord. Toetapr daliam
aphkasuva metode chip=ord Iebih burak daes metode ssmplek <

Pada tabun 191 Karmarkar mengusulkan metade dengan waktu polinomial vane dikenad dengan
manu metode projeknt Karmarkar antuk menvelesakan mas<alah O6 (6], Metode nn adalah awal
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dari berkembangnya metode titik interior. Metode ini juga efisien dalam aplikasinva. Cara vang
sering digunakan metode titik interior dalam pendekatan menuju solusi optimal adalah dengan
menggunakan central path. sebagai panduan. Suatu contoh metode yang menggunakan central path
dipresentasikan oleh Roos dan Vial [10]. Untuk suatu problem dengan npertidaksamaan dan L bit
input data. metode mereka memerlukan O+vnlL iterasi. Iterasi tersebut merupakan batas atas
terbaik vang diketahui untuk metode-metode titik interior.Kemudian Roos, Terlaky dan Vial
mendapatkan batas atas vang sama dengan menggunakan algoritme vang disebut dengan primal-
dual langkah full-Newton [11]. Batas atas iterasi mereka dinyatakan dalam:

0
[mn me

€
dimana x’ > 0 menotasikan nilai awal barrier parameter, dan ¢ adalah akurasi mutlak dari fungsi
tujuan. Buku tersebut menerangkan bahwa bila seseorang memilih nilai € yang cukup kecil maka
batas atas akan ekivalen dengan vnlL .

Central path adalah kurva analitik vang bergerak pada interior dari suatu domain menuju solusi
optimal. Idealnya central path adalah suatu kurva mulus menuju solusi optimal. Dalam hal ini
metode titik interior dengan central path sangat efisien. Dalam prakteknya kurva mungkin memiliki
beberapa belokan-belokan tajam. vang dapat mengakibatkan kinerja metode titik interior menjadi
buruk.

Deza. Nematollahi, Pevghami dan Terlaky [2] menunjukkan bahwa dengan menambahkan suatu
kendala-kendala redundan terhadap masalah Klee-Minty, dapat memaksa central path memiliki
belokan-belokan vang tajam. Beberapa jenis kendala redundan kemudian dianalisis. seperti dapat
dilihat pada [3. 4. 9]. yvang memberikan contoh kasus buruk metode titik interior. Gilbert, Gonzaga
dan Karas memberikan contoh buruk central path pada masalah optimisasi konveks [5].

Pada paper ini diberikan contoh kasus dimana pengunaan metode titik interior untuk masalah OL
dapat memiliki unjuk kerja vang buruk.
2. Metode Penelitian

Penelitian ini dilakukan dengan menggunakan analisis matematika dan dengan bantuan perangkat

lunak MATLAB.
3. Hasil dan Pembahasan
Bentuk standar dari masalah OL adalah sebagai berikut:
min{c’x : Ax=b. x20}. (P

dimanac.x € R", be R™ dan A € R™",

Masalah (P) zering disebut dengan masalah primal. Setiap masalah OL berpadanan dengan masalah
O1. lainnva vang disebut dengan masalah dual. vang mengandung data(A4,b,c) yvang sama namun
dinvatakan dengan cara vang berbeda. Dual dari (P) adalah:

max {b’y : A'y+s=c. s20}. (D)

dimana s € R"dany € R™. Mencari solusi optimal (P) dan (D) dengan menggunakan metode titik
interior dapat dilakukan dengan menvelesaikan sistem persamaan berikut:

Ax=b, x20,
Aly+s=¢c. 520,
Xs = pe.

14}
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dimana it adalah sembarang bilangan positif dan e adalah vektor satu.

Jika sistem tersebut memiliki solusi untuk beberapa u > 0. maka dikatakan (P) dan (D) memenuhi
kondisi interior. Ketika g dievaluasi pada (0, ) maka x (u) akan memiliki suatu kurva pada interior
daerah fisibel (P). kurva inilah vang disebut dengan central path (Py. Demikian pula himpunan
{(r(u).s(u)) : € (0,)] disebut dengan central path (D).

Jika g = 0 maka x(u), (v(u), s(u))konvergen ke himpunan solusi optimal (P) dan (D). Pada sisi lain.
jika p = oo maka x(u), (v(g), s(u)) masing-masing konvergen ke pusat analitik dari (P) dan (D).

3.1. Masalah Optimisasi Linear dengan Kendala Redundan

Pada bagian mi diberikan suatu worema dimana central path dari suatu masalah OL bergantung
pada representasi dart masalah OL tersebut. Penambahan kendala-kendala redundan dapat
mengubah central path masalah awal. Berikut didefinisikan pengertian kendala redundan.

Definisi 1. Aendala redundan adalah suatu kendala dimana penghapusan kendala tersebut dart
suatu masalah OL tidal mengubah dacrah fisibel dart masalah OL tersebut.

Selanjutnya diperlihatkan bahwa central path darvi suatu masalah OL berubah ketika ditambahkan
kendala redundan ke mas=alah awal OL, Tentu saja nilig optimal fungst twjuan masalah Ol dan
ma=itlah redundannva adalah =amas Int berimplikast bahwa jika masalah OL hanva memilik satu
suhu=t optimal maka untuk g — 0. central path dari kedua masalabh konvergen ke solusit vang sama.
Schaliknya jika g — o maka central path konvergen ke pusat anahiik masalah, Teorema berikut
memperlibatkan baugiomana pusat analitk berubah ketika kendala redundan disambahkan ke
misitlah (D), Dalam pembuktian diperlukan lemma berikut

Lemma 2. Jilia Londist interior terpenuhi. makea pusat analitil (DY adalah solusi unik dari sistem:

A =), x=240,
ATy + 5 =u, s 210,
rS =

Bukti.
Dapat diperoleh babwa prka kondist iterior terpenuhn maka sistem bevikur terpenuhi,

A=Yy =0V, x¥20.
Hysi=e, s20,
it b =9

Lemma didapatkan dengan mendetimistkan kembali yvseboagen o= g0 'y, dan dengan mengamil p
moenugu tak terhingen

Berikut i disankan pembabasan dam teorema utama dari makalah ini

Theorem 3. Misul a'v<d,ae R d e R sehuah kendala redundan (1) Dongan menambahlan
Bendala ini Lo (1) sehansals b kali, dun dengan mengambl b memgu taliterinngso, mala puseat
analitih darr masalah bary O dinatasil:an dengan (DR), konversen Lo sebugah soluse optimel dear

min {a v A aeE ) i1

Bukti.
Kettka menambah kendala redundan a’ v < o h kab ke oD diperalieh masalah redundin
horikut

max |h'v Av<ca'y<d (hkaly). R

Masalah dual (DR adalab
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min{c"x+hid : Ax+hfa=b,x=20hx=>0}. (PR)

dimana % € R. Menurut Lemma 2, pusat analitik (DR) secara unik ditentukan cleh
sistem berikut:

Ax+hia=0,x20, x>0, (2)
Aly+s=¢, 520, (3)
aly+§=d, 520, (4)
xs=e, (5)
=1, (6)

Membagi persamaan-persamaan (2) dan (3) dengan h¥dan kemudian mendefinisikankembali
xsehingga x = x/hx). didapat sistem berikut:
Ax=-a,x 2 0,(7)

Aly+s=¢c, 520, (8)
a’y +5= d 520, (%)
xs=a;. (10)

§=1. (11)

X5 =
Dengan mengambil h - oo, diperoleh dari (10) bahwa

xs=0. (12)
Karena (7). (8) dan (12) adalah kondisi-kondisi optimal untuk (1). lemma diperoleh.

3.2. Masalah Klee-Minty dengan Kendala Redundan

Berikut ini akan disajikan central path dari masalah Klee dan Minty dengan penambahan
kendala redundan. Masalah awal Klee-Minty vang digunakan adalah masalah 2-dimensi dengan p=

1/3. seperti shb:

miny,
kendala O<y, <1, (13)
1 1

3 Syﬂg}’:-

Kendala redundan vang digunakan adalah kendala vang disajikan pada kolom pertama Tabel 1.
Kolom kedua menvatakan gambar vang memperlihatkan efek pada central path ketika kendala vang
bertautan ditambahkan h kali. untuk beberapa nilai h. Dari Gambar 1 dan 2 dapat dilihat bahwa jika
h bertambah besar maka pusat analitik bergerak ke suatu titik dari kotak Klee-Minty dimana slack

kendala redundan dimaksimumkan, vang sejalan dengan Teorema 3.

Table 1. Kendala redundan masalah (13) dan gambar tautan.

Kendala redundan | Gambar |

v, =0 lia)
yl < 1 lth,
¥2 =0 l(c)
y; <1 1)
1 a
}-2+§yl >0 <(a)
1
_\'_1"’3}'1 < 1.1 :ﬂh:'
1
=¥y = =01 2(¢)
Yz 3.‘;1 !

Var=¥ €1 2(d)

= =
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(¢) g2 20 () 2 < 1

Gambar 1. Central path dari masalah redundan 2 dimenst Klee-Minty dimana kendala
redundan sejajar dengan salah satu csumbu koordinat

Dengan menambahkan kendala redundan pada masalah Klee-Minty, dapat reviadi central path
herada dekar dengan tink-titk pojok dari dacrah fisibelnva, Hal in1 akan berakibat buruk, Metode
ttik mterior akan membutuhkan iterasi vang lehith banvak untuk menuju solusi optimal, Percobaan
dilakukan dengan menambah kendala redundan vy, = 0 sebanvak 30 kah dan v, 2 0 schanvak 150

kal,

Gambar 3 memperhhatkan eentral path dart masalah 2 dimensi Klee-Minty dengan kendala
redundan tersebut. Ceatral path berada dekat dengan ttik-titik pojok dart daerah fisibelnya.
Dengan menggunakan metode tink interior small-update path-follocing method . diperlihatkan pula
(warna hitam) =chuah jalur vang ditempub dalam meneart solusi optimal.

3.3, Contoh kasus buruk lain

Telah didiskusikan bahwa versi redundan dari masalah Klee-Minty dapat menyvebabkan central path
dipaksa berada cukup dekat dengan titik-titik wjung daerah fisibelyvang mengakibatkan unjuk kerja

13
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metode titik interior menjadi buruk. Gilbert, Gonzaga dan Karas memberikan contoh buruk central
path pada masalah optimisasi konveks [3].

2 ﬂ: ;4 C‘i El.l ) 'l é B‘] ;‘ Ujl 5‘. : 'l
(a) yo+y1/320 (b) ya+y1/3< 1.1
n

(c) y2 — /3 2 0.1 (d) yo—y1/3 <1

Gambar 2. Centrall path dari masalah redundan 2 dimensi Klee-Minty dimana kendala
redundan sejajar dengan salah satu kendala

Berikut mi diperlihatkan suatu contoh dimana central path memiliki pola zigzag, Pola zigzag ini juga
mengakibatkan metode tiuk nterior lebih lama dalam memperoleh solusi optimal. Contoh berikut
adalah varian dari contoh vang diberikan oleh Deza, Terlaky and Zinchenko [4].
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Gambar 3. Sebuah jalur metode titik interior masalah redundan 2 dimensi Klee-Minty dan central
path-nva

Masulab OL dengan central path memiliki pola z1gzag:

miny.,
kendala 2y, <1,
=2y —wme 1, (14)

Sy = ¥at 9,
(="' 11y, =10y, <5, untuk i =1,..,m— 3,

dimana m adalah jumlah pertidaksamaan. Solusi optimal masalah tersebut untuk m = 5 adalah:

45 -1
b o) = —1 "’_1—r—-————— :
o) = (0" oy )

hetika piarameter m hertambah, vy berubah-ubah antara 453121 dan 45121,
sementara v; bertambah dengan lambat menuju nol. Hal ini mengakibatkan masalah tersebut
memiliki central path dengan pola zigzag. Gambar 4 menunjukkan central path dart (1.4 untuk m =
9 dan m = 22. Terdapat m = 3 belokan pada central path sebelum menuju solusi optimal. dan “lebar”
belokan berkurang pka g menurun menuju nol.

4. Simpulan

Metode titik interior dengan panduan eentral path dalam menuju <olust optimal memihkr unjuk kerja vang
huruk pada kasus-kasus eentral path berada dekat dengan <emua titik sudut pada daerah fisitbelnva. Kasus
mi dapat teradi dengan adanyva kendala redundan. Pola zigzag pada central path juga mengakibatkan metode
ntik mterior berunjuk kena buruk, Namun demikian kasus-kasus terburuk tersebut teétap dalam waku
polinomial.
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Gambar 4. Pula zigzag central path masalah (11
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