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Abstract 

In this manuscript, estimation of the periodic component of intensity having 
form periodic function multiplied by the linear trend of a non homogeneous 
Poisson process is discussed. The estimator is constructed using a single 
realization of the Poisson process observed in the interval [O, n]. It is 
assumed that the period of the periodic component is known. The 
convergence of the Mean Square Error (MSE) of the estimator has been 
proved. In addition, asymptotic approximations to the bias, variance, and 
Mean Square Error (MSE) of the estimator have been proved. An asymptotic 
optimal bandwidth is also given. 

Keywords : consistent estimator, intensity function, mean squared error, 
periodic Poisson processes. 

PENDAHULUAN 

Latar Belakang 

Terdapat banyak permasalahan dalam kehidupan sehari-hari yang dapat 
dimodelkan dengan suatu proses stokastik. Perrnasalahan tersebut misalnya proses 
kedatangan pelanggan ke suatu pusat layanan (bank, kantor, supermarket, dan 
sebagainya), proses kedatangan pengguna line telepon dengan periode satu hari 
atau juga banyaknya kendaraan yang melewati suatu jalan raya pada suatu interval 
waktu tertentu yang hanya bisa diamati sekali. Untuk itu, proses stokastik 
mempunyai peranan cukup penting dalam bcrbagai bidang dalam kehidupan 
sehari-hari. 

Proses stokastik ada dua yaitu proses stokastik dcngan waktu diskret dan 
proses stokastik dengan waktu kontinu. Salah satu bentuk khusus dari proses 
stokastik dengan waktu kontinu adalah proses Poisson pcriodik. Proses Poisson 
periodik adalah suatu proses Poisson dengan fungsi intensitas berupa fungsi 
periodik. 

Contoh dalam kehidupan sehari-hari yang dapat dimodelkan dengan proses 
stokastik misalnya proses kedatangan nasabah ke suatu bank dalam periode satu 
hari. Fungsi intensitac; lokal A.(s) pada proses tersebut menyatakan laju 
kedatangan nasabah pada waktu s. Pada umumnya fungsi intensitas tidak 
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diketahui tetapi banyak yang periodenya diketahui yaitu r. Untuk menyusun 
penduga yang konsisten, diperlukan banyak data. 

Diasumsikan fungsi intensitas tersebut adalah fungsi periodik agar data 
pengamatan di berbagai selang waktu yang berbeda dapat digunakan untuk 
menduga fungsi intensitas pada suatu titik s. Fungsi intensitas pada hari 
berikutnya dapat diprediksi dengan menggunakan proses Poisson periodik. Pada 
umurnnya bentuk fungsi intensitas pada hari ini dan hari berikutnya hampir sama. 
Sedangkan jika pada hari berikutnya jumlah nasabahnya bertambah, maka fungsi 
intensitas akan lebih besar dibanding hari sebelumnya. 

Ada beberapa fenomena yang kurang cocok dirnodelkan dengan proses 
Poisson periodik tanpa memperhitungkan suatu tren. Untuk itu, fungsi 
intensitasnya perlu mengakomodasi adanya suatu tren. Pada kajian ini dibatasi 
pada fungsi intensitas yang berbentuk fungsi periodik kali tren linear. Sehingga 
karya ilmiah ini mengkaji penduga fungsi intensitas yang berbentuk fungsi 
periodik kali tren linear suatu proses Poisson non-homogen. 

Tujuan 

Tujuan penulisan karya ilmiah ini adalah untuk: 
( i) Menentukan perumusan penduga komponen periodik fungsi intensitas yang 

berbentuk fungsi periodik kali tren linear suatu proses Poisson non-homogen 
serta membuktikan kekonsistenan penduganya. 

(ii) Menentukan aproksimasi asimtotik bagi bias penduga. 
(iii)Menentukan aproksimasi asimtotik bagi ragam penduga. 
(iv)Menentukan aproksimasi asimtotik bagi MSE penduga. 
(v) Menentukan bandH:idth optimal asimtotik untuk penduga yang dikaji. 

PERUMUSANPENDUGA 

Perumusan Massiah 

Misalkan N adalah proses Poisson non-homogen pada interval (0, co) 
dengan fungsi intensitas A. yang tidak diketahui. Fungsi intensitas A. diasumsikan 
terintegralkan lokal dan merupakan hasil kali dari dua komponen yaitu komponen 
periodik atau komponen siklik Ac dengan periode r (diketahui) dikalikan 
komponen tren linear as . Konstanta a merupakan kemiringan dari tren linear 
dimana a> 0. Dengan demikian, untuk sebarang titik s E [0,co), fungsi intensitas 
A.(s) dapat dinyatakan sebagai berikut 

( I) 

dengan A_· c (s) adalah fungsi periodik dengan periode r. Persamaan (I) juga dapat 
ditulis menjadi 
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l(s) =s(a.-(. (s )) (2) 

dengan a..t• ,(s) adalah fungsi periodik. Misalk:an A.,(s) = a).• ,(s), maka 
persamaan ( 1) dapat ditulis menjadi 

A. ( s) = s (A.~ ( s)). (3) 

Karena).•, adalah fungsi periodik dengan periode r clan a > 0 adalah konstanta, 

maka A.r adalah fungsi periodik dengan periode T sehingga persamaan 

(4) 

berlaku untuk setiap s E [0,co) dank E 'l/., dengan 'll. adalah himpunan bilangan 
bulat. Berdasarkan persamaan (3), untuk menduga A.(s) cukup diduga A.,(s). 
Karena A.,(s) adalah fungsi periodik dengan periode r , maka untuk menduga 
..l,(s) pada s E [0,co) cukup diduga nilai ..l,(s) pada s E [O, r). 

Tujuan dari penulisan karya ilmiah ini adalah mempelajari penyusunan 
penduga konsisten bagi ..l,(s) untuk s E (0, -r) dengan menggunakan realisasi 
tunggal N(w) dari proses Poisson yang diamati pada interval [O, n] . 

Diasumsikan bahwa s adalah titik Lebesque dari )., yang secara otomatis 
berarti bahwa s adalah titik Lebesque dari A.,. 

Perumusan Penduga 

Penduga bagi A.,(s) pada titik s E [O, r) dapat dirumuskan sebagai berikut 

i (s)=.::.:t I N([s+kr-h,,.s+kr+h., ]f'\ [O.n]) (S) 
r.• n,~ (s+kr) 2h. 

dengan N([O,n]) menyatakan banyak kejadian pada interval [O,n], k merupakan 
suatu bilangan bu lat dan hn adalah barisan bilangan real positif yang konvergen 
menuju nol yaitu 

"· ,J.. 0 (6) 
untuk n -+ oo. Pada pcnduga di alas hn disebut bandwidth. 

Berikut diuraikan ide tentang pembentukan dari penduga X,,11 (s) bagi A.,(s). 
Menurut persamaan (3) dan (4) diperoleh 

,tr ( s) = ..t, ( s + kr) = ;. ( s + kr) . 
(s +kr) 

Maka rata-rata nilai yang diduga: 

..i, ( s) = _I_ t ~ ( s + k r) 
11, h -0 (s + kr) 

(7) 

(8) 

dengan nr = [;] menyatakan bilangan bulat terbesar yang lebih kecil atau sama 

dengan ~. Dari persamaan (8) diperoleh 
r 
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(9) 
1 GC I =-L A.(s+kr). 

n, 4-o (s+kr) 
Untuk melakukan pendekatan terhadap persamaan (9) diperlukan asumsi 

bahwa s adalah titik Lebesque bagi Ac dan asumsi (6) terpenuhi, sehingga 
persamaan (9) menjadi 

1 "° 1 
A.c ( s) = - L ,,t ( s + kr) 

n, •-o (s+kr) 

1 "' 1 1 s+lir+Jrn 

::: - L J A.(x) l(x e [O,n]) dx 
n, krO (s +kT) l(s+kr-hn,S +kT +hnJI s+4r- Jrn 

=-I f, I EN([s+kr-hn,s+kr+lz,,]n[O,n]) 
n, tao (s + kr) 2hn 

Dengan mengganti 
EN([s +kr-h",s +kr+hJn[O,n]) = N([s +kr-hn,s +kr+hn]n[O,n]) 

yang merupakan padanan stokastiknya, maka dapat diaproksimasi 

A.c(s):::::-1 t 1 N([s+kr - h",s+kr+hJn[O,n]). 
11, tc<> (s +kr) 2/zn 

Sehingga diperoleh penduga bagi ..lc(s) adalah 
~ r oe I 

A. ..... (s) =-L N([s+kr - hn,s+kr+hnJn[o,n]), 
n h -O 2hn(s+kr) 

seperti pada persamaan (5). 

KEKONVERGENAN MSE PENDUGA 

Teo re ma I (Kekonvergenan MSE penduga). Misalkan fungsi intensitas ), 
memenuhi persamaan (3) dan terintegralkan lokal. Jika asumsi (6) dipenuhi dan 
nh.n -+ oo, maka 

MSE ( ,i.._,, ( s)) ~ 0 (10) 

untuk n -+ oo, asalkan s adalah lilik Lebesgue bagi Ac. 

Bukti. Berdasarkan definisi MSE, Teorema I merupakan akibat dari dua 
Jema berikut, yaitu Lema I mengenai ketakbiasan asimtotik dan Lema 2 mengenai 
kekonvergenan ragam. 

Lema 1 (Ketakbiasan asimtotik). Misalkan fungsi intensitas ). meme11uhi 
persamaan (3) dan terintegralkan lokal. Jika asumsi (6) dipenuhi maka 

.. 
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E ( Jc.n { S)) ~ A, { S) (11) 

untuk n -+ oo, asalkan s adalah titik Lebesgue bagi Ac.· Dengan kata lain ,tc,n (s) 
adalah penduga tak bias asimtotik bagi A.c(s). 

Bukti. Untuk membuktikan persamaan (l l) akan diperlihatkan bahwa 

~E(.{ .. n(s))=-i,.(s). (12) 

Untuk menyelesaikan persamaan ( 12) dapat diperoleh dengan cara sebagai berikut 

E{ i ,_.(s)) =_:.I (I )EN([s +kr-hn,s+kr+h.]n(O,n]). (13) 
n t:-0 2h. s+kr . 

Karena _ 1_ tidak mengandung indeks k, maka persamaan (13) dapat ditulis 
2h. 

menjadi 
r "' l 

E{ ,i._,,(s) )=-l:( EN([s +kT-h.,s +h+h.]f'\[O,n]) · 
211Ji. A..O S + kr) 

Nilai harapan EN([s + kr - Ftn.s + kr + hn]) pada persamaan (14) 
diuraikan menjadi 

Misalkan 

s+h+lr. 

EN([s + kr-h
11
,s +kr + hJ n[O,n]) = J A (x )!(x e [O,n])dx. 

y = x - (s + kr), 
dy = dx, 

x = y + s + kr. 
Maka pada persamaan ( 15) dilakukan pergantian peubah sehingga diperoleh 

h. 

(14) 

dapat 

( 15) 

EN([s+kr - h,,,s+kr+h,,]n[O,n])= J l(y+s+kr)!(y+s+kre[O,n])dy. (16) 

Dengan berpedoman pada persamaan (7), maka persamaan ( 16) dapat diubah 
menjadi 

•. 
EN([s+kr-h •• s +kr +h.]n[O,n]) = J A., (y+s +kr )(y +s +kr)!(y+s +kr e [O,n])dy. (17) 

-4. 

Berdasarkan sifat keperiodikan pada persamaan ( 4), maka persamaan ( 17) dapat 
ditulis menjadi 

4. 

EN([s+kr-h.,s+kr+h. ]n[0,11]) = J ..lr (y+s}(y-i 
- h, 

Kemudian persamaan ( 18) disubst itusikan kembali 
diperoleh 

lo r -.: I · 
E(~ •. ,,(s))=-I( ) J A., (y+ s)(y+s+k; 

2nhn l=O s + kr -It. 

Lalu unsur yang mcmiliki indeks k dikelompokkan sehi. 

he[O.n])dy. (18) 

in ( 14) seh ingga 

:re [O,n]) dy. 

·oleh 
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f (y+s+kr) I(y+s+kr e [O,n]) = n +0(1) (19) 
!a-O (s+kr) r 

Karena y = O(ltn) L O,jika n--. oo, maka 

E{ic.n(s))=~(-1-JJ A.c(y+s)I(y+s+kr) I(y+s+kr e[O,n])dy. (20) 
n 2h,, - Ii. ..,0 (s+kr) 

untuk semua y E [-!in, !in]. Dari persamaan (20), maka persamaan ( 19) dapat 
ditulis sebagai 

E(ic.n(s))=~(-1 J A. .. (y +s)(!:+O(I))Jdy. 
n 2hn -It. r 

(21) 

Dengan melakukan operasi perkalian pada ruas kanan, maka diperoleh 

I "· ( ( 1 )J 1 "· E(ic,n(s))=-J A.c(y+s)dy+ 0 - - f A.r(y+s)dy. 
2h,, -1t. n 2h,, -1i. 

(22) 

Suku pertama pada ruas kanan dari persamaan (22) dapat ditulis menjadi 

1 "· - J (A.t (y+s)-A.c(s)+A.c(s))dy 
2hn - It. 

1 "· l "· 
=- f (..t,.(y+s)-A.c(s))dy+- J A.r(s)dy. 

2hn - It 2hn - It . . 

(23) 

Untuk menunjukkan bahwa suku pertama dari persamaan (23) adalah konvergen 

ke nol, akan digunakan nilai yang lebih besar, yaitu 

l "· - JI{ A.,. (y+s )-A.,(s) )ldy. 
2h,, "· 

(24) 

Berdasarkan asumsi (6) dan dengan asumsi bahwa s adalah titik Lebesgue 
bagi il,, maka kuantitas pada persamaan (24) konvergen ke nol, jika n __. oo, atau 
dapat juga ditulis o(l). Sedangkan suku kedua persamaan (23) adalah 

"· l 1 It,, J -A.<.(s)dy = A.c<s)- f dy 
-h. 2h,, 2h,, -It. 

A. l [ ]"• = ,. (s) 2h y - 1o. 

n 

I = A.t. (s)-(2h,,) 
2h,, 

=A. .. (s). 
Dengan menggabungkan hasil yang diperoleh, rnaka 

1 "· I "· 

2
h J (A.,.(y +s)-J.c<s))dy + 

2
h J A.,.(s)dy=A..(s)+o(I), 

11 h. n - It. 
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ji.ka n-+ oo. Dengan demikian, diperoleh bahwa suku pertama pada mas kanan 
persamaan (22) adalah 

I h. -J A.c(y+s)dy=2 .. (s)+o(l) 
2h,, -h. 

(25) 

untuk n-+ oo. Sedangkan suku kedua pada ruas kanan persamaan (22) menjadi 

( a(:))z~.1 A, (y+s)dy=OC},\(s)+o(l)) 

=0(~) 
= o(l ), 

untuk n -+ oo. 
Dengan mensubstitusikan hasil yang diperoleh dari suku pertama dan suku 

kedua di atas maka dipero leh 

E(i ... ,.(s))=~"(s)+o(I) (26) 

untuk n -+ oo. Dengan demikian Lema I terbukti. 

Lema 2 (Kekonvergenan ragam). Misalkan fungsi intensitas ). memenuhi 
persamaan (3) dan terintegralkan lokal. Jika asumsi (6) dipenuhi, Ac terbatas di 
sekitar s dan nh11 -+ oo, maka 

Var { i,.,n ( s)} -+ 0 (27) 

untuk n -+ oo. 

Bukti. Karena 1tn J. 0 jika n -+ oo, maka untuk nilai n yang cukup besar, 
interval [s+kr-hn,s+kr+h11 ] dan [s+ jr-h

11
,s+ jr+h

11
] untuk k-:;:. j tidak 

tumpang tindih atau tidak overlap. Akibatnya, berdasarkan sifat inkremen bebas 
dari proses Poisson rr 

dan N ( s + j r - h
11

, s -1 

Var(..lc,n (s)) dapat <lit, 
r2 • 

Var ( lr.• ( s)) = 2 L 
II I .-0 

r! . 

=-, ' l. 4n·Ji; j c O 

Karena N[s + kr - ltn,s + 
sehingga persamaan (28) menJ 

Var ( ,(. ( s)) = 
4 

r;, 
11 I 

Dari persamaan ( 18) untuk seba 

1, diperoleh bahwa N(s+kr-h
11
,s+kr+h

11
) 

k k -:;:. j adalah peubah acak bebas. Sehingga 

;ai berikut 

(28) 

or( N[s + kr -h •• s +kr + h.J n[O. n]). 

n (0, n] - Poisson, maka Var(N) = EN 

1~. EN([s + kr -h ,s + kr + h ]) n[O, 11]). (29) 
krr • • 

~ita bisa tuliskan 
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"· EN([s +kr - hn,s +kr+hn]n[O,n]) = J A., (y +s )(y +s + kr )!(y+s +kr e[O,n])dy. 
- Ii. 

Dengan demikian persamaan (29) dapat ditulis menjadi 
r 2 "" 1 ._ 

Var(i, .. (s))= - 2 - 2 L 2 J ..t,(y +s)(y+s+kr)!(y+s+kre[O,n])dy. (30) 
4n h,. 1..0 ( s + kr) -~. 

Dengan mengelompokan unsur yang memiliki indeks k, persamaan (30) dapat 
ditulis menjadi 

• r
2 

( 1 ) .\ "' (y + s + kr) Var(A,,.(s)}=- 2- - J A., (y+s)L 1 l(y+s+kr e [O,n])~v 
2n h. 2h. -•. '"° (s+kr) (31) 

Perhatikan bahwa, karena 
.,. (y+s+kr) L 2 I (y +s + kr e [O,nl) = ln(n)+O(l). 

ioO (s+fr) 
(32) 

maka persamaan (31) menjadi 
(33) 2 ( I ) h. Var(A,~(s)) =-;- - J -l. (y+s)(ln(n) + O(l))dy. 

2n h. 2h. -•. 

Karena A., terbatas di sekitar s, maka ada konstanta K sehingga A.•, $ K untuk 
semua x E [s - ltn,s + hn]. Maka ruas kanan persamaan (33) tidak melebihi 

T
2 

( 1 fhn ) r
2
Kln(n) ( 1 ) 

2n2hn 2hn -hn K(ln(n) + 0(1)) dy = 2n2hn + o n21tn 

= T
2K ln(n) _1_ + 

0 
(-1-) -+ 0 

2n nhn n2hn 
jika n -+ oo. Dengan demikian Lema 2 terbukti. 

Berdasarkan kcdua lema tersebut, yaitu 
( i) Lema I (ketakbiasan asimtotik) 

E(-i, ... (s))~..t, (s).jika n-+ oo, maka 

E( A, .• (s) )- A., (s )-+ 0 
(ii) Lema 2 (kekonvergenan ragam) 

Var(i, .• (s))-+o.jika n--+ oo, 

maka definisi MSE akan diperoleh, yaitu sebagai berikut 

MS£( i,.n ( .~)) = Var(~ .• (s) )+( Bias,t. (s )r ~ o 
untuk n --+ oo. Dengan demikian Teorema I terbukti. 
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APROKSIMASI ASIMTOTIK BAGI BIAS, RAGAM DAN MSE 
PENDUGA 

Teorema 2 (Aproksimasi asimtotik bagi bias). Misa/kanfungsi intensitas 
}. memenuhi persamaan (3) dan terintegralkan /okal. Jika asumsi (6) dipenuhi, 

nhn 2 
-+ oo dan A., memiliki !unman kedua 1; berhingga pada s. maka 

E(i ... n(s))=Ac(s)+ A;~s) h; +o(h;) (34) 

untuk n -+ oo. 

Bukti. Berdasarkan bukti Lema l mengenai ketakbiasan asimtotik, maka 
nilai harapan dari Ac,n (s) dapat dituliskan sebagai berikut 

• r "' I 
E{ Ac.n (~')) =-L ( {N([s +kr-hn,S +h+h.](")(0,n]). 

n hO 2/z" S +kr 

Berdasarkan persamaan (I 9), maka diperoleh 

(. ) r( l )hJ. ~ (y+s+kr) (35) E A. •..• (s) =- - ;qy+s)I ( ) l(y+s+kre[O.n])cJ'.v. 
n 2~ ~ •• s+kr 

Diperlukan asumsi A., memiliki tunman yang terhingga di s maka A.; ada dan 
kontinu pada s, mengakibatkan A., memiliki nilai yang terbatas di · sekitar s. 
Dengan Fonnula Young (Lema 2), maka diperoleh 

2 ,t<tl( ) 
A.,. (x)=A.,.(s)+ I ,. s (x - s}4 +o(lx-sj2

) 
A.() k! 

untuk x -+ s, atau bila diuraikan menjadi 

A., (x) =A.,. (s)+ '\~s) (x-s)+ A.,;;~) (x-s )~ +o(jx-sj2) 
(36) 

untuk x-+ s. 
Misalkan x = y + s, maka persamaan (36) dapat ditulis menjadi 

,f(s) A•(s) i { 
A.,. (y+s)=A., (s)+T(y)+-Ti"-(y) +o Yi ) 

untuk x -+ 0. Sehingga dapat dinyatakan 

I ~. I 
1
' [ l( ) -i'( ) . ) -f i. (r +s)dy=-J A (s)+~(1·)+~(1·)· +n(r2) dv 2h ( - 2h ( 11 • ., I • • • " .... ,, ~ •. . ... 

I '· I '· I A, ,l' ( s) I •. 
=- J A (s)+- J X(s) J· di·+-f -' -r1dr+- J 0{1·1)dr 2h ( 2h ' :J 2h 4 , , 2h . . 

• · •. • . •. • -4. • -~. 
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=l,.(s)+ l;(s)(.!. l]A.. ]+ ,t;(s}(.!./I ]+o(h;) 
2hn 2 -~. 4h,, 3 -A. 

1 •. ..t'()(l ) l"()(l ) ih. _[ lr(y+s)dy=A,(s)+ ;h: 2(h;-h;) + ~h: }(h~+h;) +o(h;) 

=A. (s)+ ... r(s)(~h))+o(hz) 
,. 4h. 3 • .. 

=A.c(s)+ A;!s)h;+o(h;) 

untuk n ..+oo. Karena menurut persamaan (20) 

i: (y+s+kr) l(y+s +kr e [O,n]) = ~+0(1) 
,.0 (s +kr) r 

maka persamaan (35) akan menjadi 

E{i,)s))=;( A, (s)+ A.~~s) 1r; +o(h;})(;+o(J)) 

=( l, (s)+ ,i,·!s) h; +o(h:))(1+0(;)) 

=( l, (s)+ l;~s) ( +o(h;} )+o(;) 

"'A, (s)+ i.~~s) 1r; +o(lr:} 

untuk n ~ oo. Dengan demik.ian Teorema 2 terbukti. 

Teorema 3 (Aproksimasi asimtotik bagi ragam). Misa/kan fungsi 
intensitas ...t memenuhi persamaan (3) dan terintegra/kan /oka/. Jika aswnsi (6) 

dipenuhi, A" terbatas di sekitar s dan nh. -+ oo, maka 

Var( .. (.(s})= r
2

A., (s_}ln(n) +o(ln(n) ) 
2n·h,, n2h,, 

umuk n ..+co. 

Bukti. Berdasarkan bukti dari Lema 5 (kekonvergenan ragam), maka ragam 
dari ~-.,, (s) dapat ditulis seperti pada persamaan (3 1) 

• r ~ (I )•. 7 (}'+s+kr) Var( A, J s))=-2 - -- J ..t, (.r+.\")L · 2 /(y+s+kr e [O.n])~1· 
2n h. 2h. · •. ..,,1 ( .~+kr) 

(31) 

Perhatikan persamaan (32) 
' (y+s+ kr) L , l(r+ s+ kr e[0,111) = 1n(n) +0(1). 

1.0 (s +kt)" · 
(32) 

Maka persamaan (31) menjadi 

• 



• 
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Var(,C(s))= 2;:h. (i:. )J .:i. .. (y+s)(ln(n)+O(l))dy. (33) 

Dari persamaan (33) kita mempunyai 
I "- I A. 

- J A, (y+s)dy=- J (-t, (y+s)--t, (s)+,i, (s)}ty 
2h. - II, 2h. -11, (38) 

I 11, 1 "-
= - I (A, (y + s )- .:i., ( s) }Jy + - J A, ( s ~y. 

2h. - 11, 2h. - It. 

Untuk menunjukkan bahwa suku pertama dari persamaan (38) adalah konvergen 
ke not, akan digunakan nilai yang lebih besar, yaitu 

1 •. - J 1-t .. (y+s)-J., (s)ldy. (39) 
2h. -". 

Berdasarkan asumsi (6) dan dengan asumsi bahwa s adalah titik Lebesgue bagi Ac, 
maka kuantitas pada (39) akan menuju nol jika n -+ oo, atau dapat juga ditulis 
o(l). Sedangkan suku kedua persamaan (38) adalah 

Dengan menggabur. 

I •. 
- J J., (s)dy=J., (s). 

~ diperoleh, maka 

(y+s )dy=J., (s)+o(l). 

Dengan demikian mem 
menjadi 

\an (25) maka persamaan (33) dapat ditulis 

Var(..i ... (s)) 

=-

untuk n -+ oo. Dengan demikian 

, (s) + o( I ))(ln(11) + 0(1)) 

+-o(n1

1

11" JJ<ln(n)+O(l)) 

n) +o( ln(n) ) 
n ZJin 

\a 3 terbukti. 

(40) 

Teorema 4 (Aproksimasi s.. ..... Hotik bagi MSE). Misalkanfimgsi intensitas 
A memenuhi persamaan (3) da11 terintegralkan lokal. Jika asumsi (6) dipenuhi 
bagi A., dan memiliki /unman kedua A.,· berhingga pada s. maka 

MSE( i ..... (s)) = '
2

'\ (s) + ( ..t,: (s ))2 h: +o(-}-J+o( h:) (41) 
2n h,, 36 n h" 

untuk n-Ho. 

Bukti. Berdasarkan definisi MSE, maka 
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MSE(ic.n (s)) =Var( i,,11 (s) )+(bias ic.• (s) r 
dengan bias,{_,,(s) =E(,C(s))-J., (s)· Padapersamaan (34) diperoleh 

4 .,t•(s) E{ A.,. .• (s)) =.it, (s) +6h• 
2 

+o(h.
2

) 

bias 1i,_. ( s) = J.c(s) + ;.; !s) h; +o( h~ )-J."(s) 

=J.;(s) h2+o(h2} 
6 • • 

Berdasarkan Teorema 3 diperoleh 

Var(.i (s))= r
2

A."(s)ln(n) +o(ln{n))· 
t'JI 2 2h 2h n • n • 

Sehingga ruas kanan (42) dapat ditulis menjadi 

MSE(..i (s)}= r
2

A., (s) ln(n) +o( ln(n))+(..(;(s) h2 +o{h2 ))

2 

r.• 2n2h. n2h. 6 ft • 

= r
2 

A., (s)'n(n) + ( ..t; (s) )2 h: +o( ln~n) J + ..t; (s) h;o( h; )+o( h:) 
2n·h. 36 n h. 3 

(42) 

(43) 

untuk n ~oo. Karena A., mempunyai turunan kedua ;..; berhingga pada s, maka 

·il."~s) =0(1)· akibatnya suku kedua pada ruas kanan persamaan (43) bemilai o(h:) 

untuk n -.oo, sehingga diperoleh persamaan (37). Dengan demikian Teorema 4 
terbukti. 

PENENTUAN BANDWIDTH OPTIMAL ASIMTOTIK 

Ukuran terbaik dari suatu penduga relatif terhadap kesalahannya adalah 
penduga dengan MSE yang bemilai minimum. Misalkan M(hn) yang merupakan 
fungsi dari h", menyatakan suku utama dari MS£(,i._ .. (s))• yaitu 

M(h )= r 2
J.<(s) ln(n) + {J.;(s))

2 

h' . 
• 2n2h. 36 • 

Dapat diperoleh nilai hn yang meminimumkan M(hn) untuk n tetap, dengan 
membuat turunan pertama M(hn) sama dengan not, sehingga diperoleh 

• 

• 



I 

,, 

' 

• 
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M'(h.) =0 

~ r
2
...t, (s)ln(n) + (A;(s))2 h3 =O 

2n2h2 9 " • 

~ (A;( s ))
2 

ln(n) hJ = r 2 ..l, ( s) 
9 • 2n2h2 

• 

~ (A;(s))
2 

ln(n) hs = r 2l,.(s) 
9 " 2n1 

, ? 
ln(n) 

¥ 
)ln(n) 

(s) )2 

~c:c:J: 
Selanjutnya akan diperiksa apak' 
dengan memeriksa turunan kedua Ir. 

1g diperoleh meminimumkan M(h.n) 
itu 

~+ {-l,..(s))1 hi. 
3 • 

r· 
M•(h.)=-

Telah kita ketahui bahwa nilai dari .t, (s)>O, (A.'(s )) >O. 111 >0, dan hn 

adalah bandwidth yang bernilai positif •.a M"(h.}>0. 

Dengan demikian, h.n yang dipcroleh meminimumkan M(h.n). Sehingga 
nilai bandwidth yang optimal adalah 

I 

• 9r!,.l, (s) ( n
2 

)-' 

h. =' 2(..t:(s))2 
ln(n) . 

Turunan pertama sama dengan nol (M'(h.)=O)dan turunan kedua bernilai positif 

(M"(h.)>0} maka memenuhi syarat minimum. Karena A."(s) tidak diketahui, 
sehingga band~idth di atas bersifat asimtotik. 
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