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ABSTRACT

Research aims at estimating censored regression
model and ordinary regression model on 500
artificial observations containing zero value of
dependent variables have been carried out.
Criteria of best model were used according to
properties of unbiasedness and minimum
variance estimator. Results show that parameter
estimate of censored regression model is more
accurate than ordinary regression model.
Censored regression model also yield smaller
MSE (Mean Square Error) than ordinary
regression model indicating that censored
regression model is better than ordinary
regression model.

pada mctodc pcndugaari paramctcr dari modc\
yartg digunakan.
Model regresi klasik dengan metode kuadrat
terkecil (Ordinary Least SquareiOLS) akan
cukup b aik d idekati apabila asumsi k enormalan,
kebebasan dan kehomogenan ragam dipenuhi.
Namun, semakin banyak pengamatan bernilai nol
pada data yang diperoleh akan menyebabkan
timbulnya masalah heteros-kedastisitas.
Penggunaan metode OLS akan menghasilkan
penduga yang berbias dan tidak konsisten karena
asumsi yang mendasari tidak dipenuhi.
Sedangkan penghilangan pengamatan bernilai
nol (zero consumption) tersebut akan mengurangi
ukuran sampel dan tidak mencerminkan keadaan
yang sebenarnya, karena rumah tangga dengan
zero consumption tetap merupakan bagian dari
populasi dan zero consumption merupakan
keputusan rumah tangga yang bersangkutan.
Pada keadaan tersebut model alternatif yang
dapat d igunakan adalah model regresi tersensor.
Pada model ini, data dipecah dalam dua bagian
(yang bernilai nol dan bukan) sehingga fungsi
kepekatannya merupakan fungsi kepekatan
bersama, kemudian pendugaan parameternya
dilakukan dengan metode kemungkinan
maksimum. Tulisan ini, bertujuan 'untuk
mengkaji penerapan model regresi tersensor pada
data yang mengandung ban yak amatan bernilai
nol pada peubah tak bebas, dan
membandingkannya dengan mode1 regresi biasa.

Keywords: zero observations, censored
regression model, unbiasedness, MSE

PENDAHULUAN

Analisis regresi merupakan analisis yang
digunakan untuk menjelaskan pola hubungan
antara peubah tak bebas dengan satu atau lebih
peubah bebas dari segugus pengamatan.
Pendugaan parameter dalam persamaan regresi
biasa dilakukan melalui metode kuadrat terkecil
dengan asumsi kenormalan, kebebasan clan
kehomogenan ragam. Namun, fenomena yang
terjadi kadang menghasilkan respons yang
berstruktur kontinu dengan kisaran yang mungkin
sangat besar, sehingga m enyebabkan t imbulnya
masalah heteroskedastisitas (ketidakhomogenan
ragam). Hal ini sering dijumpai pada data survey
konsumsi/pengeluaran rumah tangga; di mana
sebagian rumah tangga tidak mengkonsumsi jenis
komoditas tertentu (zero consumption);
sedangkan rumah tangga yang lain
mengkonsumsi dengan jumlah yang sangat
bervariasi atau tersensor kiri pada nilai amatan
nolo Sebagai contoh adalah pengeluaran untuk
tembakau, pada karakter (X) tertentu. Nilai ini
akan bemilai nol hila obyek penelitian bukan
perokok (zero consumption), clan akan bervariasi
hila X adalah perokok. Hal ini akan berimplikasi

2; LANDASAN TEORI

2.1. Model regresi biasa

Persamaan regresi linear berganda adalah
persamaan dari satu peubah tak bebas (Y)

dengan satu atau lebih peubah bebas

(X"X2,...,X p). Hubungan antara peubah-

peubah tersebut dapat d irumuskan dalam bentuk
persamaan:

Y, =Po +P1X11 +PIX11 +...+PpXpl +&1 (1)
atau dalam bentuk matriks:

y= Xp+ & (2)
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di mana X adalah matriks peubah bebas
berukuran nxk, Yadalah vektor peubah tak bebas
berukuran nx1, p adalah vektor parameter

berukuran kx1, e adalah vektor galat (sisaan)
berukuran nx I; n adalah banyaknya pengamatan,
dan k=p+l adalah banyaknya parameter.
Pendugaan paramet~r dalam model regresi b iasa
ini dilakukan dengan meminimumkan jumlah
kuadrat sisaan atau

ragam a 2; n a dalah b anyaknya pengamatan, dan
k=p+ 1 adalah banyaknya parameter.

Sam pel YI, Y1, .", Y.. disebut dengan sampel
te~ensor, sedanglCan Y disebut dengan peubah
tersensor. Pada pengamatan Y = 0 yang berarti

y' ~ 0, maka;

P(Y = 0) = prY' .5'0) (9)

£'£=Y'Y -2/f X'Y + /f X'XP (3) Secara teoritis, pendugaan parameter pada model
regresi tersensor menurut Maddala (1983)
dilakukan dengan memisahkan' peng-amatan Yi
yang sarna dengan nol dan Yi yang lebih besar
dari no1. Misalkan No adalah banyaknya
pengamatan di mana Yi=O dan N J adalah
banyaknya pengamatan di mana Yi>O, dan
didetinisikan:

.2 x;p 1 -' I' '
Fj=F(xjp,o-)= J _e t_Udt

-~ o-.[i;
(10)

Sebagai niiai dugaan, maka akan dipilih p

sedemikian rupa sehingga nilai £'£ akan
minimum. Caranya adalah dengan
mendiferensi~Jkan persamaan (3) terhadap p clan
kemudian disamakan dengan nol, yaitu:

~=-2X'Y+2X'XP=O (4)
ap

sehingga akan didapatkan:

P = (X' X)-I (X' Y) (5)

., J !f 5!!-)'
Ii =1(x;P,o-- }=-;:;=e-J\O'

o-"l21C
x;P/O' J

<Pi = J -=e-t'/2dt
-.., .[i;

(11)

bilaX'X adalah matriks nonsingular (berpangkat
penuh). Apabila matriks X'X tidak berpangkat
penuh, maka penduga p dicari dengan matriks
kebalikan umum. Penduga tersebut bersifat tidak
unik, clan solusi umumnya (Kshirsagar, 1983)
adalah:

t/>i =ofi =-i=e-~~)'
v2H

-"
p = p+(I -H)z (6)

di mana H = S-S adalah matriks idempoten
berukuran pxp yang mernpunyai sifat H] = H,
SH = S, pangkat H = pangkat S = pangkat X = tr
H; clan z adalah vektor sembarang; sedangkan

"
p= S- X'Y (7)

di mana S- adalah kebalikan umum daTi S =X'X.

2.2. MOdel regresi tersensor

~ i dan {Pi masing-masing adalah fungsi

distribusi dan fungsi kepekatan normal baku yang

dievaluasi pada x;p/a. Misalkan pula

t/J.r i = J:!ii; dan

Y; = (y/'Y'?""'YN 1) adalah vektor berukuran

IxN. pada pengarnatan Yi yang lebihbesar daTi nol -

X~ = (XI,X2 ,...,XNI) adalah rnatriks berukuran

kxN I bagi nilai Xi untuk Yi yang lebih
besar daTi nol

X~ = (XNI+l ,...,XN) adalah rnatriks berukuran

kxNo bagi nilai Xi untukYi sarna dengan nol

7~ = ~NI+/""")'N) adalah vektor IxNo bagi nilai

Yi untuk nilai Yi sarna dengan nol ,

m;lk;l untuk pcngamatan Y=O:

Misa!kan y" ada!ah peubah yang berdistribusi
normal dengan ragam cr2. Anggap!ah

(y:,y;, ,y:> ada!ah sampe! berukuran n clan
data tercatat hanya pada ni!ai-nilai y' yang !ebih
besar dari nolo Untuk ni!ai-nilai y'..$' O.
dimasukkan nilai O. atau:

{Y" un/uk Y.)O
Y = (8)

O,selainnya

di mana Yi*= Xi'p + £;, P adalah vektor

parameter berukuran kxl, Xi ada!ah vektor
peubah bebas berukuran kxl dan £" adalah sisaan
yang merupakan peubah acak bebas clan
berdistribusi norma! dengan ni!ai tengah no! (Ian

...P(Y=O) = pry ~ 0) = P( 6" ~ -XiP)

-x;p «)
= J f(u)du = J f(u}du

-«) x;p

199Proceedings Seminar Nasional MatelnQcika 2005 -Deparcemen MatenlQcika FMJPA UJ



Presenlasi -Slalislika

(14)= J-F(x;P,~) = (J-FJ

Berdasarkan (9).. maka P(Y=O) + P(Y>O)=J,
sehingga fungsi kepekatan peluang daTi Yi
adalah:

f(YJ=(I- fj)l(oIYJ+~exP { -~~i -x;pr }/(O.~/YJ
,,2%0'2 20'

(15)
dengan I adalah fungsi indikator yang

{J'Yi E A
didefinisikanl,c(y,J= (16)

O,y, ~A

.J. ( )-XoYo +-X, Y-X,p = 0
0'

Dalam model regresi linear, fungsi likelihood
merupakan fungsi kepekatan peluang bersama
dari peubah tak bebas Y;. Karena faktor sisaan
merupakan peubah acak yang saling bebas, maka
Y/ juga m erupakan peubah acak b ebas, sehingga
fungsi kemungkinan bagi persamaan (15) adalah:

.J -~(~y
L=flf{YJ=il(J-r;)il-c=;e (17)

I=J 0 J V llra2

di mana suku pertama meliputi No pengamatan
untuk y;=O clan suku kedua untuk NJ pengamatan
pada y;>O, clan log fungsi kemungkinannya
adalah:

x~(y -X1p)= o-X~'YO
(X~X I)P = X~Y -o-X~'YO

(X~X 1 )-1 (X~X I)P = (x~X I )-1 X~y -(1(X~X 1 )-1 X~Jlo

clan didapatkan :

p = (x~x 1 )-1 X~y -O"(x~x 1 )-1 X~ro

= p LS-O"(X~X / )-1 X~ro (21)

di mana PIS adalah penduga kuadrat terkecil

(least square) dari P yang didapatkan dari N1

pengamatan bukan nolo

log L = Llog(/- Fj)+ LloJ ~
0 I 5l,,21fU2

-J ~E- .
I 20-2 j -X/p Y

Sedangkan penurunan terhadap 0-2 adalah:

ologL
--;-ou-0

y;=O dan ~ untuk N1 pengamatan paday;>O.
1

(22)
karena suku pertarna sarna dengan nol, rnaka
persarnaan tersebut akan rnenjadi:

~[L'Y; -2P'LX;Y; +P'LX;Y; ] = NJ
u. J J J

(karena Y; = X;P)

(23)
N]

3. 

CONTOH KASUS DAN PEMBAHASAN

Untuk mengkaji penerapan model regresi
tersensor tersebut, berikut ini akan disajikan hasil
analisis terhadap data bangkitan sebanyak 500
pengamatan dengan pengamatan bernilai nol
sebanyak 244 atau sekitar 48.8%; dan kemudian

«.)'
-.r,P

Misa!kan "'. =,.r -I 2 -;-
Y', vJi --e

.[i;;
';IY" I _.!. 1

<Pi = f ~ 2 dt=F,-Q) ~ I

Yi=~ I-ct>.,
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r~ = (r N/+/ ,...,r N) adalah vcktor

lxNo bagi nilai yj untuk nilai Yj=O ,maka

persamaan (20) dapat dituliskan:

di mana suku pertama meliputi pengamatan
untuk y;=O clan suku kedua meliputi pengamatan
untu\ Y;>O. Selanjutnya,

(18)
di mana L meliputi No pcngamatan untuk

dandidapatkan:
A ~(vi-X;P)Yi _Y;(Y/ -X/p)

a:= -NJ
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akan dibandingkan dengan model regresi biasa{metode 
OLS).

model yang didapat dan data tersebut, dilakukan
validasi modelt erhadap 250 data s isanya (cross
validation). Model terbaik ditentukan
berdasarkan sifat ketakbiasan masing-masing
penduga serta nilai kuadrat tengah gal at (MSE)
yang dihitung dengan cara:( -1 L Y/-;/

MSE= -

Data yang dibangkitkan meliputi peubah Xi dan
X~ serta e yang masing-masing bebas dan
dibangkitkan dari distribusi normal baku (dengan
nilai tengah nol dan ragam 1). Sedangkan Y
dibangkitkan sesuai dengan model:

(25)Y = fJo + fJ/X/ + fJ..x1 + e (24) n

Pendugaan dan ana!isis di!akukan dengan
bantuan sofrn'are SAS versi 8.2e dan Microsoft
Exce!!. Hasil pendugaannya tercantum pada
Tabc\ 1 bcrikut ini.

dengan nilai /30= 0, .8.= 1 dan /32= 1. Tahap

berikutnya adalah mengambil contoh berukuran
250 dari 500 data yang ada secara sistematis
untuk menduga parameter model regresi
tersensor dan model regresi biasa. Berdasarkan

TABEL

DUGAAN PARAMETER MODEL REGRESI TERSENSOR DAN ~ODEL REGRESI BIASA

Parameter

~_regres~

Mo9~J.!.~gresi terscnsor
Koefisien
-0.00139

(0.0870)
1.08199
(0.0860)
1.01758

-{~-

P-value
0.9885

Koefisien
0.73103
(0.0459)
0.57876
(0.0468)
0.4959J~3).

P-value
0.0001Po

131

0.0001 0.0001

/32

0.0001 0.0001

MSE

0.03 0.60
Ket. Angka dalam kurung adalah nilai standard error (galat baku)

Berdasarkan Tabel 1 di alaS, terlihat bahwa pad a

Po pada model regresi tersensor adalah -0.001

sedangkan pada model regresi biasa adalah 0.73.
Apabila dihubungkan dengan nilai awal (fJ 0= 0)
pada data bangkitan, hal ini menunjukkan bahwa

Po pada model Tobit berbias ke bawah;

sedangkan pada model regresi biasa berbias ke
ares. _Hal tersebut dapat diartikan pula bahwa
penduga model Tobit relatif jauh lebih tepat
daripada model regresi biasa.

sedangkan pada model regresi biasa adalah 0..60;
sehingga dapat dikatakan bahwa model regresi
tersensor lebih baik daripada model regresi biasa
karena menghasilkan nilai MSE yang jauh lebih
kecil.

4. KESIMPULAN DAN SARAN

Bcrdasarkan hasil analisis yang telah dilakukan
maka dapat disimpulkan bahwa model regresi
tersensor lebih baik daripada model regresi biasa
karena menghasilkan nilai MSE yang lebih kecil
serta menghasilkan nilai penduga parameter yang
rei ati f lebih tepat. Penelitian lanjutan dapat
dilakukan dengan membandingkan berbagai
sebaran proporsi pengamatan nol dari data
keseluruhan.

Penduga PI clan P1 pada model Tobit masing-
masing adalah 1.08 clan 1.02 sedangkan pada
model regresi biasa adalah 0.58 clan 0.50.
Apabila dihubungkan dengan nilai awal
( fJ I = fJ 2 = I) pada data b angkitan, h al tersebut

menunjukkan bahwa P2 dari model Tobit sedikit
berbias ke atas, sedangkan penduga model regresi
biasa berbias ke bawah. Berdasarkan sifat
ketakbiasan tersebut, maka dapat dikatakan
bahwa model regresi tersensor lebih baik
daripada model regresi biasa.
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