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RINGKASAN 

DIMAS ANGGARA. Regresi Marginal dan Pendugaan Area Kecil Berbasis 

Copula untuk Peubah Respon Bersebaran Tidak Simetris. Dibimbing oleh ANANG 

KURNIA, KHAIRIL ANWAR NOTODIPUTRO, dan INDAHWATI 

 
Copula merupakan suatu fungsi yang menggabungkan sebaran marginal 

menjadi sebaran bersama peubah acak ganda. Melalui copula, hubungan 

antarpeubah acak dapat dijelaskan tanpa harus membatasi bentuk sebaran 

marginalnya. Kemampuan tersebut memungkinkan pemodelan yang lebih 

kompleks, termasuk hubungan non-linear, yaitu keterkaitan antarpeubah yang tidak 

dapat digambarkan korelasi linear, dan kompleksitas lainnya, yaitu kecenderungan 

peubah-peubah untuk mengalami nilai-nilai ekstrem secara bersamaan pada bagian 

ekor sebaran. Karakteristik tersebut tidak mampu dijelaskan oleh pendekatan 

regresi klasik yang membutuhkan asumsi kenormalan galat. Ada dua kajian utama 

dalam disertasi ini yaitu pemodelan data terklaster dan pendugaan area kecil 

berbasis model lognormal. Dalam kajian tersebut digunakan pendekatan berbasis 

copula. 

Pemodelan data terklaster dengan pendekatan metode berbasis copula 

menggabungkan regresi marginal dan struktur ketergantungan menggunakan 

Gaussian copula untuk menangkap hubungan antarpengamatan dalam wilayah 

yang sama. Berdasarkan hasil simulasi untuk data terklaster dengan peubah respon 

menjulur ke kiri, simetris, dan menjulur ke kanan jika dimodelkan dengan LMM, 

GLMM, MERT, dan regresi marginal berbasis copula, dipengaruhi oleh bentuk 

sebaran galat dalam menghasilkan kinerja seluruh model, namun memiliki tingkat 

sensitivitas yang berbeda. Kajian simulasi ini menegaskan bahwa tidak terdapat 

satu model yang unggul untuk seluruh tujuan analisis. LMM dan GLMM tetap 

relevan untuk inferensi parametrik dan interpretasi pengaruh tetap maupun 

pengaruh acak, MERT berguna untuk menangkap pola kompleks dan nonlinear, 

sedangkan Marginal Regresi Copula memberikan keunggulan dalam hal akurasi 

dan stabilitas prediksi.  

Penerapan pemodelan data terklaster untuk IPM kabupaten/kota di Pulau 

Jawa menunjukan bahwa tidak terdapat satu model yang secara konsisten unggul 

untuk seluruh kriteria evaluasi. Model LMM menunjukkan kekuatan dalam 

menghasilkan prediksi yang lebih konsisten dari sisi median melalui struktur 

pengaruh acak yang sederhana dan stabil, model GCMR unggul dalam mengelola 

kesalahan ekstrem melalui pemodelan korelasi intra-wilayah secara eksplisit, 

sementara GLMM dan MERT menawarkan fleksibilitas tambahan dalam 

menangkap karakteristik data yang lebih kompleks. Dengan demikian, setiap model 

memiliki kelebihan masing-masing, dan pemilihan model yang paling sesuai 

sebaiknya mempertimbangkan tujuan analisis, karakteristik data, serta jenis 

kesalahan prediksi yang paling ingin diminimumkan. 

Kajian berikutnya adalah pendugaan area kecil model lognormal berbasis 

copula. Kajian ini dilatarbelakangi oleh keterbatasan metode pendugaan area kecil 

konvensional dalam menangani data dengan ukuran contoh kecil, sebaran galat 

tidak simetris, dan korelasi antarunit dalam satu area. Banyak penerapan di bidang 

sosial ekonomi, khususnya data pengeluaran, peubah respon cenderung bersebaran 

lognormal dan memiliki heterogenitas ragam antararea. Dalam kondisi tersebut, 



 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 
     

penduga langsung dan model pendugaan area kecil konvensional berbasis asumsi

kenormalan  dan tidak terjadi korelasi  antaramatan menghasilkan pendugaan yang

tidak  efisien  dan  kurang  stabil.  Oleh  karena  itu,  kajian  ini  bertujuan

mengembangkan metode SAE unit-level dengan pendekatan  copula  untuk peubah

respon bersebaran lognormal, mengevaluasi  kinerjanya  melalui kajian simulasi dan

evaluasi  berbasis  data  empiris,  serta  membandingkannya  dengan  metode

konvensional dari sisi akurasi dan efisiensi pendugaan nilai tengah dan galat area

kecil.

Metode yang dikembangkan adalah SAE berbasis  multivariate exchangeable
copula  dengan model lognormal (SAE MEC-LM). Pendekatan ini menggabungkan

transformasi  logaritma  dengan  korelasi  intra-area  melalui  copula  Gaussian

berstruktur  exchangeable,  serta  pendugaan  nilai  tengah  area  kecil  menggunakan

empirical best predictor  (EBP). Koefisien regresi diduga  menggunakan OLS dan

GLS  untuk  mengevaluasi  pengaruh  heterogenitas  ragam  dan  korelasi  di  dalam

klaster,  sedangkan  ketepatan  pendugaan  diukur  menggunakan  MSE  berbasis

bootstrap.

Hasil  simulasi  menunjukkan  bahwa  kinerja  penduga  dipengaruhi  oleh

heterogenitas ragam area.  Saat  kondisi ragam area homogen, SAE MEC-LM EBP

berbasis  OLS  dan  GLS  menghasilkan  kinerja  yang  relatif  serupa.  Ketika

heterogenitas  ragam  area  meningkat,  keragaman  pendugaan  pada  kedua  metode

juga cenderung meningkat, terutama pada area dengan ukuran  contoh  yang kecil.

Meskipun  pada  beberapa  skenario  GLS  menghasilkan  galat  yang  sedikit  lebih

rendah dibandingkan OLS, hasil uji t berpasangan menunjukkan bahwa perbedaan

kinerja kedua metode secara umum tidak signifikan. Dengan demikian, baik OLS

maupun  GLS  memberikan  kinerja  yang  relatif  sebanding  dalam  kerangka  SAE

MEC-LM pada sebagian besar kondisi yang dikaji.  Dibandingkan dengan penduga

langsung,  SAE  MEC-LM  secara  konsisten  menghasilkan  galat  pendugaan  yang

lebih  kecil  pada  seluruh  skenario  populasi,  yang  mencerminkan  efektivitas

mekanisme  peminjaman informasi (borrowing of strength)  dalam memanfaatkan

informasi  dari  area  lain  untuk  meningkatkan  ketepatan  pendugaan.  Evaluasi

berbasis  data  empiris  yaitu  data pengeluaran per kapita kecamatan di Kabupaten

Bandung  juga  menunjukkan  pola  kerutan  (shrinkage)  yang  jelas,  yaitu

kecenderungan penduga untuk menarik nilai-nilai ekstrem menuju pola umum data

sehingga menghasilkan pendugaan yang lebih stabil dan andal.  Secara keseluruhan,

temuan penelitian ini menunjukkan bahwa integrasi model lognormal dan copula

dalam  SAE  unit-level  atau  SAE  MEC-LM  mampu  meningkatkan  stabilitas  dan

efisiensi pendugaan dibandingkan  pendugaan  langsung. Selain itu, hasil simulasi

mengindikasikan  bahwa  heterogenitas  ragam  area  merupakan  faktor  yang  lebih

dominan  dibandingkan  kekuatan  korelasi  intra-area  dalam  memengaruhi  kinerja

pendugaan.  Meskipun  terdapat  beberapa  kondisi  tertentu  yang  menunjukkan

perbedaan  antara  OLS  dan  GLS,  secara  umum  kedua  metode  memberikan  hasil

yang relatif setara pada populasi yang diteliti.

Kata  kunci:  area  kecil,  copula,  heterogenitas  ragam,  lognormal,  otokorelasi,

                      sebaran menjulur 

  



SUMMARY 

DIMAS ANGGARA. Marginal Regression and Small Area Estimation Area Using 

Copula in Asymmetric Distributed Response. Supervised by ANANG KURNIA, 

KHAIRIL ANWAR NOTODIPUTRO, and INDAHWATI.  

 

Copula is a function that combines marginal distributions into a joint 

distribution of multivariate random variables. Through a copula, the dependence 

structure among random variables can be described without imposing restrictions 

on the forms of their marginal distributions. This capability allows for the modeling 

of more complex dependence patterns, including non-linear relationships, which 

refer to associations among variables that cannot be adequately characterized by 

linear correlation, and tail dependence, which refers to the tendency of variables to 

exhibit extreme values simultaneously in the tails of their distributions. These 

characteristics cannot be adequately captured by classical regression approaches 

that require the assumption of normally distributed errors. This dissertation focuses 

on two main areas of study: clustered data modeling and small area estimation under 

the lognormal model. In both studies, a copula-based approach is employed. 

Modeling clustered data using a copula-based approach integrates marginal 

regression with a dependence structure through a Gaussian copula to capture 

relationships among observations within the same region. Based on simulation 

results for clustered data with left-skewed, symmetric, and right-skewed response 

variables, and modeled using LMM, GLMM, MERT, and copula-based marginal 

regression, it is evident that the form of the error distribution affects the 

performance of all models, although with varying levels of sensitivity. This 

simulation study confirms that there is no single model that is superior for all 

analytical purposes. LMM and GLMM remain relevant for parametric inference 

and effect interpretation, MERT is useful for capturing complex and nonlinear 

patterns, while Marginal Copula Regression provides advantages in terms of 

prediction accuracy and stability. 

The application of clustered data modeling to the Human Development Index 

(HDI) at the regency/city level in Java shows that no single model consistently 

outperforms others across all evaluation criteria. The LMM demonstrates strength 

in producing more consistent median predictions through a simple and stable 

random-effects structure, while the GCMR model excels in handling extreme errors 

by explicitly modeling intra-regional correlations. Meanwhile, GLMM and MERT 

offer additional flexibility in capturing more complex data characteristics. 

Therefore, each model has its own strengths, and the selection of the most 

appropriate model should consider the analysis objectives, data characteristics, and 

the type of prediction error that is most important to minimize. 

The next study focuses on copula-based small area estimation with a 

lognormal model. This study is motivated by the limitations of conventional small 

area estimation methods in handling data with small sample sizes, asymmetric error 

distributions, and correlations among units within the same area. In many 

socioeconomic applications, particularly expenditure data, the response variable 

tends to follow a lognormal distribution and exhibits heterogeneity of variance 

across areas. Under such conditions, direct estimators and conventional small area 

estimation models based on normality and independence assumptions often yield 



inefficient and unstable estimates. Therefore, this study aims to develop a unit-level 

SAE method using a copula approach for lognormally distributed response 

variables, evaluate its performance through simulation studies and empirical data 

applications, and compare it with conventional methods in terms of accuracy and 

efficiency in estimating area means and errors. 

The developed method is Small Area Estimation based on a multivariate 

exchangeable copula with a lognormal model (SAE MEC-LM). This approach 

combines logarithmic transformation with intra-area correlation modeled through 

an exchangeable Gaussian copula and estimates small area means using the 

empirical best predictor (EBP). Regression coefficients are estimated using both 

OLS and GLS to evaluate the impact of variance heterogeneity and within-cluster 

correlation, while estimation accuracy is assessed using bootstrap-based Mean 

Squared Error (MSE). 

The simulation results indicate that the performance of the estimators is 

influenced by the degree of heterogeneity in area variances. Under homogeneous 

area variance conditions, the OLS-based and GLS-based SAE MEC-LM empirical 

best predictors (EBPs) exhibit comparable performance. As the heterogeneity of 

area variances increases, the variability of the estimates tends to increase for both 

methods, particularly for areas with small sample sizes. Although GLS yields 

slightly lower estimation errors than OLS in some scenarios, the paired-samples t-
test results indicate that the performance differences between the two methods are 

generally not statistically significant. Therefore, both OLS and GLS provide 

broadly comparable performance within the SAE MEC-LM framework across most 

of the population settings considered in this study. Compared with the direct 

estimator, SAE MEC-LM consistently produces smaller estimation errors across all 

population scenarios, demonstrating the effectiveness of the borrowing of strength 

mechanism in utilizing information from related areas to improve estimation 

accuracy. The empirical application to subdistrict-level per capita expenditure data 

from Bandung Regency also reveals a clear shrinkage pattern, whereby extreme 

estimates are pulled toward the overall population trend, resulting in more stable 

and reliable estimates. Overall, the findings suggest that integrating a lognormal 

model and copula structure within the unit-level SAE MEC-LM framework 

improves the stability and efficiency of estimation relative to direct estimation. 

Furthermore, the simulation study indicates that area variance heterogeneity has a 

more substantial impact on estimator performance than the strength of intra-area 

correlation. Although differences between OLS and GLS are observed under certain 

specific conditions, the two approaches generally yield comparable results for the 

populations examined in this study. 
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    R 2


    R 2


    R  a d j 2 = 1 −  ( 1 −   R 2 )   n − 1  n − p − 1


  E  ( Y |   X 1 ,   X 2 , … ,     X  p ) =   𝛽 0 +   𝛽 1   X 1 +   𝛽 2   X 2 + ⋯ +   𝛽  p   X  p


  X


  Y


    H 0     : Model memiliki bentuk fungsional yang tepat atau hubungan bersifat linear


    H 1     : Model mengalami kesalahan spesifikasi atau terdapat hubungan nonlinear


  Tolak    H 0  jika  p -value < 𝛼 .  


    H 0


    X 2


    X 3


    𝜀  i ∼ N  ( 0 ,   𝜎 2 ) .  


  .  


    H 0 :     Galat bersebaran normal


  Tolak    H 0  jika  p -value < 𝛼


    H 0


  V a r  (   𝜀  i ) =   𝜎 2


    H 0       :   Tidak terdapat heteroskedastisitas


    H 1       :   Terdapat heteroskedastisitas


  Tolak    H 0  jika  p -value < 𝛼


    H 0


  C o v  (    𝜀  i ,    𝜀  j ) = 0 ,                   i ≠ j


    H 0     : Tidak terdapat otokorelasi


  Tolak    H 0  jika  p -value < 𝛼


    Y  t − 1


    X  t − 1


    X ′ X


  V I   F  j =  1  1 −   R  j 2


    R  j 2


    X  j


  V I F < 5


  5 ≤ V I F < 10


  V I F ≥ 10


    X  j


    X  j =   𝛾 0 +   𝛾 1   X 1 + ⋯ +   𝛾  j − 1   X  j − 1 +   𝛾  j + 1   X  j + 1 + ⋯ +   𝛾  p   X  p +   v  j


    H 0 :         𝛾 1 =   𝛾 2 = ⋯ =   𝛾  j − 1 =   𝛾  j + 1 = ⋯ =   𝛾  p = 0


    H 0


    R  j 2


    X  j


    R 2


  𝒚 = 𝑿 𝜷 + 𝜺 ,


  y


  X


  𝛽


  𝜀


    y  i j =   𝒙  i j ⊤ 𝜷 +   u  i +  ε  i j ,


    y  i j


    x  i j


  𝛽


    u  i


   ε  i j


    u  i ∼ N  ( 0 , 𝑫 )


    𝜀  i j ∼ N  ( 0 , 𝑹 )


  𝛽


  𝒚 = 𝑿 𝜷 + 𝒁 𝝂 + 𝜺


  Var ⁡  ( 𝒚 ) = Var ⁡  ( 𝒁 𝝂 + 𝜺 ) .


  𝝂


  𝜺


  V = Z D   Z ′ + R .


  L  ( 𝜷 , 𝑫 , 𝑹 ) =    ( 2 𝜋 )  − n / 2 ∣ 𝑽  ∣  − 1 / 2  exp ⁡   [ −  1 2    ( 𝒚 − 𝑿 𝜷 ) ′   𝑽  − 1  ( 𝒚 − 𝑿 𝜷 ) ] .


  g  (   𝜇  i j ) =   𝜂  i j =   𝒙  𝒊 𝒋  𝑻 𝛽 +   u  i ,


    𝜇  i j


  E  (   Y  i j ∣   u  i )


  g  ( ⋅ )


    x  i j


  𝛽


    u  i


    u  i ∼ N  ( 𝟎 ,   𝑫 ) ,


  𝑫


    u  i


    𝜷 ^ =    (   𝑿 ′ 𝑿 )  − 1   𝑿 ′ 𝒀 ,


  L  ( 𝜃 ) =  ∫  f  ( y | u , 𝜃 ) f  ( u ∣ 𝜃 )   d u ,


  𝜃


     {  (   x  i ,   y  i ) }  i = 1  n


    x  i = (   x  i 1 ,   x  i 2 , … ,   x  i p ) ∈  ℝ  p


    y  i ∈ ℝ


  M


   ℛ 1 ,  ℛ 2 , … ,  ℛ  M .


    f ^ ( x ) =   ∑  m = 1  M    c  m 𝕀 ( x ∈  ℛ  m ) ,


    c  m


   ℛ  m


  𝕀 ( ⋅ )


    c  m


    c  m =  1  ∣  ℛ  m ∣   ∑  i :   x  i ∈  ℛ  m    y  i .


    X  j


  s


   (  j ,  s )


    min ⁡  j , s  [   ∑    x  i ∈  ℛ 1 ( j , s ) (   y  i −     y ˉ   ℛ 1  ) 2 +   ∑    x  i ∈  ℛ 2 ( j , s ) (   y  i −     y ˉ   ℛ 2  ) 2 ] ,


   ℛ 1 ( j , s ) = { x ∣   x  j ≤ s }


   ℛ 2 ( j , s ) = { x ∣   x  j > s }


    R  𝛼 ( T ) = R ( T ) + 𝛼 ∣ T ∣ ,


  R ( T )


   | T |


  𝛼 ≥ 0


  𝛼


    y  i j , i = 1 , … , I , j = 1 , … ,   n  i ,


    y  i j


  i


  j


    x  i j


    z  i j


    y  i j = f (   x  i j ) +   𝒛  𝒊 𝒋 ⊤   𝒃  𝒊 +   𝜀  i j ,


  f (   x  i j )


    b  i


  i


    𝜀  i j


    b  i ∼ 𝒩  ( 𝟎 , 𝑫 ) ,   𝜀  i j ∼ 𝒩  ( 0 ,   𝜎 2 ) ,


  𝑫


  f ( 𝐱 ) =   ∑  m = 1  M    c  m I ( 𝐱 ∈   R  m ) ,


    R  m


  m


    c  m


  I ( ⋅ )


    f ^  (   x  i j )


    r  i j =   y  i j −   f ^  (   x  i j )


    r  i j =   𝒛  𝒊 𝒋  𝑻   𝒃  𝒊 +   𝜀  i j


      𝒃 ^  𝒊


    𝜎 2


    Y 1 ,   Y 2 , … ,   Y  n


    F 1 , … ,   F  n ,


  H  (   y 1 ,   y 2 , … ,   y  n ) = C  (   F 1  (   y 1 ) ,   F 2  (   y 2 ) ,   … ,     F  n  (   y  n ) ) ,


  H  ( ⋅ )


    F  i  ( ⋅ )


  C  ( ⋅ )


    Y 1 ,   Y 2 , . . . ,   Y  n


    F 1 ,   F 2 , . . . ,   F  n


    U  i =   F  i  (   Y  i ) ,


    U  i


  Y


    F  Y  ( y )


  U =   F  Y  ( y )


    Z  i =  Φ  − 1  (   U  i ) ,


   Φ  − 1


  Z =    (    Z 1 ,    Z 2 , … ,    Z  n )  T


  𝛀


    U  i =   F  i  (   Y  i ) ,


    U  i ∼ U  ( 0 , 1 ) .


    Z  i =  Φ  − 1  (   U  i ) ,


  Φ  ( ⋅ )


  Z =    (    Z 1 , … ,    Z  n )  T


  Z ∼ N  ( 0 ,   𝛀 ) ,


  𝛀 .


  C  (    u 1 , … ,    u  n ) =  Φ  n  (   Φ  − 1 ,   (   u 1 ) , … ,   Φ  − 1  (   u  n ) 𝛀 ) ,


   Φ  n


  𝛀


    Y  i


    𝜇  i


  g  (   𝜇  i ) =   𝑿  i  T 𝜷 ,


    X  i


  𝛽


  𝛀


  𝛽


  𝛀


  f  (   y  i )


  L  ( 𝜃 , 𝛼 ) = ∣ 𝛀  ∣  − 1 / 2  exp ⁡   [ −  1 2   z  T  (   𝛀  − 1 − I ) z ]   ∏  i = 1  n  f  (   y  i ) ,


    z  i =  Φ  − 1  ( F  (   y  i ) )


  Θ =  (  𝛽 ,  𝜓 ,  𝛼 )  


    y  i j =   𝐱  𝒊 𝒋 ⊤ 𝜷 +   u  i +   e  i j ,


    u  i ∼ 𝒩 ( 0 ,   𝜎  u 2 ) ,   e  i j ∼ 𝒩 ( 0 ,   𝜎  e 2 ) ,


    u  i


    e  i j


    y  i j


  j


  i


    x ij


  p   × 1


  𝜷


    u  i


   σ  u 2


    e  i j


   σ  e 2


   Cov ⁡   (   y  i j ,   y  i k ) =   𝜎  u 2 ,     untuk  j ≠ k ,


   σ  u 2


  i


    𝜃  i =  1    N  i   ∑  j = 1    N  i    y  i j ,


    N  i


  i


   θ  i


    Y  i j


    Z  i j =  log ⁡   (   Y  i j )


    Z  i j


   log ⁡   (   Y  i j ) =   Z  i j =   𝐱  𝒊 𝒋 ⊤ 𝜷 +   u  i +   e  i j


    u  i ∼ 𝒩  ( 0 ,   𝜎  u 2 ) ,       e  i j ∼ 𝒩  ( 0 ,   𝜎  e 2 ) .


    Y  i j


    x  i j


  𝛽


    u  i


    e  i j


    Y  i j


    Y  i j ∼ Lognormal (   𝜇  i j ,   𝜎 2 ) ,


    𝜇  i j =   𝒙  𝒊 𝒋 ⊤ 𝜷 +   u  i  


    Y  i j


  E (   Y  i j ) = exp ⁡  (    𝒙  𝒊 𝒋 ⊤ 𝜷 +   u  i +   1 2   𝜎  e 2 ) ,


   1 2   𝜎  e 2


    𝜃  i =  1    N  i   ∑  j = 1    N  i    Y  i j .


  Y


  x


        Y  i j =   𝒙  𝒊 𝒋  𝑻 𝜷 +   𝜀  i j ,       i = 1 , … , m ,          j = 1 , … ,   N  i ,  


  Y


  j


  i


  x


  p


  m


    N 1 ,   N 2 , … ,   N  m


  𝛽


    𝜀  i j


    F  𝜀


    𝜎 2


    F  𝜀


  𝛼


    C  𝛼 ; 1 :   N  i


        F  𝛼 ;   N  i (   𝜀  i 1 , … ,   𝜀  i   N  i ) =   C  𝛼 ;   N  i  {   F  𝜀 (   𝜀  i 1 ; 𝛼 ) , … ,   F  𝜀 (   𝜀  i   N  i ; 𝛼 ) } .  


  𝛼


  𝛼


  𝛼 ≅ 𝜌


    𝜀  i j =   𝜈  i +   𝜉  i j ,


  𝜌 =     𝜎  𝜈 2    𝜎  𝜈 2 +   𝜎  𝜉 2 ,


  


    𝜎  𝜈 2


    𝜎  𝜉 2


    𝜈  i


    𝜉  i j


    𝜀  i j


    𝜎 2 =   𝜎  𝜈 2 +   𝜎  𝜉 2 .


      Y ˉ  i =  1    N  i   ∑  j = 1    N  i    Y  i j .


    s  i


    n  i


  i


    N  i


   { (   Y  i j ,   x  i j ) ,           i = 1 , … , m ,           j = 1 , … ,   n  i }


  i


      𝜀 ˉ  i s =  1    n  i   ∑  j = 1    n  i    𝜀  i j ,


  r


          Y ˉ  i  B U P =     x ˉ  i .  T 𝛽 +     n  i    N  i     𝜀 ˉ  i s +     N  i −   n  i    N  i E (   𝜀  i r ∣   𝜀  i j , j ∈   s  i ) ,  


      x ˉ  i .


  M S P E  (     Y ˉ  i .  B U P ) = E  [ Cov  (    𝜀  i a ,   𝜀  i b ∣    𝜀  i j , j ∈   s  i ) ] =   𝜎 2 𝜌 − E  [ E (   𝜀  i r ∣   𝜀  i j , j ∈   s  i  ) 2 ] ,


  ( a , b )


  r


  𝛽


    e  i j =   Y  i j −   𝒙  i j  T   𝜷 ^ .


  𝛼


      F ^  𝜀 (   e  i j ;   𝛿 ^ )


  (     u ^  i 1 , … ,     u ^  i   n  i ) = (     F ^  𝜀 (   e  i 1 ) , … ,     F ^  𝜀 (   e  i   n  i ) ) .


  ℓ ( 𝛼 ) =   ∑  i = 1  m  ln ⁡  [   c  𝛼 (     u ^  i 1 , … ,     u ^  i   n  i ) ] ,


    𝛼 ^


      F ~  𝜀 (   e  i j ) ,


      u ~  i j


      E (   𝜀  i r ∣   𝜀  i j , j ∈   s  i ) = ∫ z     w  1 i {   F  𝜀 ( z ) ,   F  𝜀 (   𝜀  i j ) ; j ∈   s  i , 𝛼 }   d   F  𝜀 ( z ) ,  


    w  1 i


      e ^  i =   ∑ e ⋅ w  ∑ w .


            Y ˉ ^  i . =     𝒙 ˉ  i .  T   𝜷 ^ +     n  i    N  i     e ˉ  i s +     N  i −   n  i    N  i     e ^  i .  


        Y ˉ ^  i . −     Y ˉ  i . = (     Y ˉ  i .  B P −     Y ˉ  i . ) + (       Y ˉ ^  i . −     Y ˉ  i .  B P ) .


      M S P E (       Y ˉ ^  i . ) =   M  1 i +   M  2 i +   M  3 i ,  


    M  1 i


    M  2 i


    M  3 i


    M  3 i ≠ 0


    M  3 i


    Y  i j  ∗ ( b ) , b = 1 , … , B


        Y ˉ ^  i .  ∗ ( b )


  B


  𝒀 =    (   Y 1 ,   Y 2 , … ,   Y  n )  T


    F 1 ,   F 2 , … ,   F  n


  𝒀


  H  (   y 1 ,   y 2 , … ,   y  n ) = C  (   F 1  (   y 1 ) ,     F 2  (   y 2 ) ,   … ,     F  n  (   y  n ) ) ,


  C  ( ⋅ )


    Y  i


    𝜇  i


  g  (   𝜇  i ) =   𝜂  i =   𝑿  i  T 𝜷 ,


  g  ( ⋅ )


    𝜂  i


    X  i


  𝛽


    Y  i ∼ Gamma  (    𝜇  i ,  𝜙 ) ,


  log ⁡  (   𝜇  i ) =   X  i  T 𝛽 .


    Z  i ∼ N  ( 0 , 1 ) ,


    U  i = Φ  (   Z  i ) ,


  Φ  ( ⋅ )  


    Y  i =   F  i  − 1  (   U  i ) ,


    F  i  − 1  ( ⋅ )


  Z =    (   Z 1 ,     Z 2 ,   … ,   Z  n )  T


  Z ∼ N  ( 0 , 𝛀 ) ,


  𝛀


  C  (   u 1 ,     u 2 ,   … ,     u  n ) =  Φ  n  (  Φ  − 1  (   u 1 ) ,    Φ  − 1  (   u 2 ) ,   … ,    Φ  − 1  (   u  n ) | 𝛀 ) ,


   Φ  n


  𝛀


  C o r r  (   Y  i ,     Y  j ) = {    1 ,               i = j ,   𝜌 ,             i ≠ j   .  


  C o r r  (   Y  i ,   Y  j ) =   𝜌  ∣ i − j ∣ .


  𝜺 = (   𝜀 1 , … ,   𝜀  n  )  T ,


  m


  r


    n  r


  r = 1 , … , m


    ∑  r = 1  m    n  r = n .


  𝛀 =  [         𝛀 1  0   0    𝛀 2     …  0   …  0      ⋮  ⋮   0  0     ⋱  ⋮   …    𝛀  m ] ,


    𝛀  𝒓


    n  r ×   n  r


    𝛀  𝒓


  i


  j


  r


  𝜽 =  ( 𝛽 , 𝜓 , 𝛼 ) ,


  𝛽


  𝜓


  𝛼


  𝛀


    z  i =  Φ  − 1  [   F  i  (   y  i ) ] ,


  𝒛 =    (    z 1 ,    z 2 , … ,    z  n )  T .


  L  ( 𝜽 ) = ∣ 𝛀  ∣  − 1 / 2  exp ⁡   [ −  1 2   𝒛  T  (   𝛀  − 1 − I ) 𝒛 ]   ∏  i = 1  n    f  i  (   y  i ) ,


    f  i  (   y  i )


  i


  ℓ  ( 𝜃 ) = −  1 2  log ⁡ ∣ 𝛀 ∣ −  1 2   z  T  (   𝛀  − 1 − I ) z +     ∑  i = 1  n log ⁡    f  i  (   y  i ) .


  𝛀


    𝜃 ^ =  arg ⁡   max  𝜃 ℓ  ( 𝜃 ) .


  m = 30 )


    n  i = 100


    X 1 ~ U n i f  ( a = 13 , b = 19 )


    X 2 ~ N  ( 𝜇 = 16 ,   𝜎 2 = 4   )


   (   𝛽 0 = 1 ,   𝛽 1 = 2 ,   𝛽 2 = − 1 , 5 )


    u  i ∼ N ( 0 ,   𝜎  u 2 = 1 . 69 )


    n  i = 100


  N =   ∑  i = 1  m    n  i = 30 × 100 = 3000 .


  i = 1 , 2 , … , 30 ,


  j = 1 , 2 , … , 100 .


    Y  i j ,


  j


  i


    u  i ∼ N  ( 0 ,   𝜎  u 2 = 1 , 69 ) .


    X  1 i j ∼ U ( 13 , 19 ) .


    X  2 i j ∼ N ( 16 ,  2 2 )


   (   X  1 i j ,   X  2 i j ) .


    𝜂  i j =   𝛽 0 +   𝛽 1   X  1 i j +   𝛽 2   X  2 i j +   u  i


    𝛽 0 = 1


    𝛽 1 = 2


    𝛽 2 = − 1 , 5


    𝜎  u 2 = 1 , 69


    𝜂  i j = 1 + 2   X  1 i j − 1 . 5   X  2 i j +   u  i .


    𝜀  i j ∼ N  ( 0 ,   𝜎  e 2 = 1 , 6 ) .  


    Y  i j =   𝜂  i j +   𝜀  i j .


    𝜀  i j ∗ ∼ Lognormal  ( 0 ,     𝜎  e 2 = 1 , 6 ) .


    𝜀  i j =   𝜀  i j ∗ − E  (   𝜀  i j ∗ ) .


    Y  i j =   𝜂  i j +   𝜀  i j .


    𝜀  i j ∗ ∼ Lognormal  ( 0 ,     𝜎  e 2 = 1 , 6 ) ,


    𝜀  i j = −  (   𝜀  i j ∗ − E  (   𝜀  i j ∗ ) ) .


    Y  i j =   𝜂  i j +   𝜀  i j .


  A R B =  1  N   ∑  i = 1  m    ∑  j = 1    n  i   ∣     Y  i j −     Y ^  i j    Y  i j ∣ .


  M S E =  1  N   ∑  i = 1  m    ∑  j = 1    n  i     (   Y  i j −     Y ^  i j ) 2 ,


   MSE - =  1  R   ∑  r = 1  R  MS  E  r


   ARB - =  1  R   ∑  r = 1  R   ARB  r .


  Y


    X 1


    X 2


    X 3


    X 4


    X 5


    X 6


    X 7


    X 8


    X 9


    X 10


    X 11


    X 12


    X 13


    X 14


    X 15


  MAE =  median ⁡   (  ∣   y  i −      y ^  i ∣ )


  R M S E =   1  n   ∑  i = 1  n (   y  i −     y ^  i  ) 2 .


  X ₁


  X ₂


  X ₃


  X ₄


  X ₅


  X ₆


  X ₇


  X ₈


  X ₉


  X ₁ ₀


  X ₁ ₁


    X 12


  X ₁ ₃


  X ₁ ₄


  X ₇


  X ₈


  X ₉


  X ₁ ₁


  X ₁ ₅


  X ₁ − X ₆


  X ₇ − X ₁ ₄


    X 1


    X 2


    X 3


    X 4


    X 5


    X 6


    X 7


    X 12


    X 15


    X 8


    X 9


    X 10


    X 11


    X 13


    X 14


    Y  i j =   𝛽 0 +   𝛽 1   x  1 i j +   𝛽 2   x  2 i j +   𝛽 3   x  3 i j +   𝛽 4   x  4 i j +   𝛽 5   x  5 i j +   𝛽 6   x  6 i j +   𝛽 7   x  7 i j +   𝛽 8   x  12 i j +   𝛽 9   x  15 i j +   u  i +   𝜀  i j ,


    u  i


    𝜀  i j


  N  ( 0 ,     𝜎  u 2 )


  N  ( 0 ,     𝜎  𝜀 2 )


   ln ⁡  ( 𝔼 [   Y  i j ] ) =   𝛽 0 +   𝛽 1   x  1 i j +   𝛽 2   x  2 i j +   𝛽 3   x  3 i j +   𝛽 4   x  4 i j +   𝛽 5   x  5 i j +   𝛽 6   x  6 i j +   𝛽 7   x  7 i j +   𝛽 8   x  12 i j +   𝛽 9   x  15 i j +   u  i ,


    u  i ∼ N ( 0 ,   𝜎 u 2 )


  ICC =   0 , 0003386  0 , 0003386 + 0 , 001401 ≈ 0 , 195


    Y  i j = f  (   x  i j ) +   u  i +   𝜀  i j ,


    Y  i j


  j


  i


    x  i j


  i


  j


    u  i


  i


    𝜀  i j


    u  i ∼ 𝒩  ( 0 ,   𝜎  u 2 ) ,   𝜀  i j ∼ 𝒩  ( 0 ,   𝜎 2 ) ,   u  i ⊥   𝜀  i j .


  y


    Y  i j


    Y  i j ∣   X  i j ∼ 𝒩  (   𝜇  i j ,   𝜎 2 )  


  g  (   𝜇  i j ) =   𝛽 0 +   𝛽 1   x  1 , i j +   𝛽 2   x  2 , i j +   𝛽 3   x  3 , i j +   𝛽 4   x  4 , i j +   𝛽 5   x  5 , i j +   𝛽 6   x  6 , i j +   𝛽 7   x  7 , i j +   𝛽 8   x  12 , i j +   𝛽 9   x  15 , i j ,


  g  ( . )


    𝜇  i j


    Y  i j


  𝛽


    x  p , i j


    C Σ  (   u  i 1 , … ,   u  i   n  i ) =  Φ    n  i  (  Φ  − 1  (   u  i 1 ) , … ,  Φ  − 1  (   u  i   n  i ) | Σ  ( 𝜌 ) ) ,


    u  i j =   F  i j (   Y  i j )


   Φ    n  i ( ⋅ | Σ )


  𝚺 ( 𝜌 )


  𝚺 ( 𝜌 ) =  (    1  𝜌  ⋯  𝜌   𝜌  1  ⋯  𝜌   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮   𝜌  𝜌  ⋯  1 )


  𝜌 ∈ ( − 1 , 1 )


  𝜌


  𝜎


    y  i j =   𝐱  𝒊 𝒋  𝑻 𝜷 +   u  i +   e  i j ,


    y  i j


  i


  j


   x  i j


  𝛽


    u  i ∼ N ( 0 ,   𝜎  u 2 )


    e  i j ∼ N  ( 0 ,   𝜎  e 2 )


  i


      Y ˉ  i =  1    N  i   ∑  j = 1    N  i    y  i j ,


    N  i


  i


    s  i


    y  i j


    r  i


        Y ˉ ^  i =  1    N  i  (    ∑  j ∈   s  i    y  i j +    ∑  j ∈   r  i      y ^  i j ) ,


      y ^  i j


      u ^  i =   𝛾  i  (      y ˉ  i −      𝐱 ˉ  i  T   𝜷 ^ ) ,


    𝛾  i =     𝜎  u 2    𝜎  u 2 +     𝜎  e 2    n  i .


      y ^  i j =   𝐱  i j  𝑻   𝜷 ^ +     u ^  i


        Y ˉ ^  i =  1    N  i  (   ∑  j ∈   s  i    y  i j +   ∑  j ∈   r  i   (   𝐱  i j  𝑻   𝜷 ^ +     u ^  i ) ) ,


    s  i


    r  i


    N  i =   n  i + (   N  i −   n  i )


        Y ˉ ^  i =  1    N  i  (    ∑  j ∈   s  i    y  i j +    ∑  j ∈   r  i    𝐱  𝒊 𝒋  𝑻   𝜷 ^ +    ∑  j ∈   r  i      u ^  i )


      u ^  i


    ∑  j ∈   r  i      u ^  i =  (   N  i −   n  i )     u ^  i ,


        Y ˉ ^  i =  1    N  i  (   ∑  j ∈   s  i    y  i j +   ∑  𝒋 ∈   𝒓  𝒊    𝐱  𝒊 𝒋  𝑻   𝜷 ^ + (   N  i −   n  i )     u ^  i ) .


    ∑  j ∈   s  i    y  i j =   n  i     y ˉ  i


     x ˉ  i =  1    N  i   ∑  j = 1    N  i   x  i j


    ∑  j ∈   r  i    𝐱  𝒊 𝒋  𝑻   𝜷 ^ =   N  i     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ −   ∑  j ∈   s  i    𝐱  𝒊 𝒋  𝑻   𝜷 ^


    ∑  𝒋 ∈   𝒔  𝒊    𝐱  𝒊 𝒋  𝑻   𝜷 ^ =   n  i     𝐱 ˉ  𝒊  ( 𝒔 ) 𝑻   𝜷 ^ .


     x ˉ  i   ( s ) ≈    x ˉ  i


        Y ˉ ^  i =  1    N  i  (   n  i     y ˉ  i +   N  i    x ˉ  i  T   𝛽 ^ −   n  i     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ + (   N  i −   n  i )     u ^  i ) ,


        Y ˉ ^  i =  1    N  i  (   n  i (     y ˉ  i −    x ˉ  i  T   𝛽 ^ ) +   N  i     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ + (   N  i −   n  i )     u ^  i ) ,


        Y ˉ ^  i =     n  i    N  i  (     y ˉ  i −     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ ) +     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ +     N  i −   n  i    N  i     u ^  i ,


      u ^  i =   𝛾  i  (      y ˉ  i −      𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ )


        Y ˉ ^  i =     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ +     n  i    N  i (     y ˉ  i −     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ ) +     N  i −   n  i    N  i   𝛾  i (     y ˉ  i −     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ )


        Y ˉ ^  i =     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ +  (     n  i    N  i +     N  i −   n  i    N  i   𝛾  i )  (     y ˉ  i −     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ ) .


        Y ˉ ^  i =     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ +  (     n  i    N  i +     N  i −   n  i    N  i   𝛾  i )  (     y ˉ  i −     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ ) .


    w  i =  (     n  i    N  i +     N  i −   n  i    N  i   𝛾  i )


        Y ˉ ^  i =     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ +   w  i (     y ˉ  i −     𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ )


        Y ˉ ^  i = ( 1 −   w  i )       𝐱 ˉ  𝒊  𝑻   𝜷 ^ +   w  i       y ˉ  i


      y ˉ  i


      𝐱 ˉ  i  T   𝜷 ^


    w  i


  M S E  (   Y  i ) = E  [    (       Y - ^  i −     Y -  i ) 2 ] .


    g  1 i =     𝜎  u 2     𝜎  e 2    𝜎  e 2 +   n  i   𝜎  u 2


  𝛽 ,     𝜎  u 2


    𝜎  e 2


    g  1 i


  M S E  (       Y - ^  i  E B L U P ) ≈   g  1 i +   g  2 i +   g  3 i


    g  1 i


    g  2 i


    g  3 i


    𝜎  u 2


    𝜎  e 2


    Y  i j


  j


  i


    Y  i j ∗ = ln ⁡ (   Y  i j )


    Y  i j ∗ =   𝐱  i j  T 𝜷 +   u  i +   e  i j


    u  i ∼ N  ( 0 ,   𝜎  u 2 ) ,           e  i j ∼ N ( 0 ,   𝜎  e 2 )


    Y  i j ∗ ∼ N (   𝐱  i j  T 𝜷 ,     𝜎  u 2 +   𝜎  e 2 )


    Y  i j ∼ Lognormal  (   𝜇  i j ,   𝜓  i 2 ) .


      Y ˉ  i =  1    N  i   ∑  j = 1    N  i    Y  i j


    Y  i j ∗


      Y ^  i j ∗ =   𝐱  i j  T   𝜷 ^ +     u ^  i


      u ^  i =   𝛾  i  (      Y ˉ  i ∗ −      𝐱 ˉ  i  T   𝜷 ^ )


    𝛾  i =     𝜎  u 2    𝜎  u 2 +     𝜎  e 2    n  i .


    Y  i j


    Y  i j ∗


    Y  i j = exp ⁡ (   Y  i j ∗ )


  E [   Y  i j ] ≠ exp ⁡ ( E [   Y  i j ∗ ] )


  Z ∼ N ( 𝜇 ,   𝜎 2 )


  E [ exp ⁡ ( Z ) ] = exp ⁡  (  𝜇 +   1 2   𝜎 2 )


      Y ^  i j = exp ⁡  (    𝐱  i j  T   𝜷 ^ +      u ^  i +   1 2  (     𝜎 ^  u 2 +     𝜎 ^  e 2 ) )


   1 2  (     𝜎 ^  u 2 +     𝜎 ^  e 2 )


        Y ˉ ^  i ∗ =  1    N  i  (    ∑  j ∈   s  i    Y  i j ∗ +    ∑  j ∈   r  i        Y ^ ∗  i j )


      Y ˉ  i  ∗ ( s ) =  1    n  i   ∑  j ∈   s  i    Y  i j ∗


        Y ^  i j ∗  ( r ) =  x  i j  T   𝛽 ^ +     u ^  i ,


    Y  i j = exp ⁡ (   Y  i j ∗ )


  E  [   Y  i j ] = E  [  exp ⁡   (   Y  i j ∗ ) ] ≠  exp ⁡   ( E  [   Y  i j ∗ ] ) .


    Y  i j ∗ ∼ N (   𝜇  i j ,   𝜎  u 2 +   𝜎  e 2 )


  E [   Y  i j ] = exp ⁡  (    𝜇  i j +   1 2  (     𝜎 ^  u 2 +     𝜎 ^  e 2 ) ) ,


        Y ˉ ^  i = E  [ exp ⁡ (     Y ˉ  i ∗ ) ] ≈  exp ⁡   (        Y ˉ ^  i ∗ +   1 2  (     𝜎 ^  u 2 +     𝜎 ^  e 2 ) )


      𝜎 ^  u 2 +     𝜎 ^  e 2


    Y  i j ∗


  MSE (       Y ˉ ^  i ∗ ) = E  [ (       Y ˉ ^  i ∗ −     Y ˉ  i ∗  ) 2 ]


        Y ˉ ^  i ∗


      Y ˉ  i ∗


  E  [   e  Y ] =   e  𝜇 +  1 2   𝜎 2 ,


  Var  (   e  Y ) =  e  2 𝜇 +   𝜎 2  (   e    𝜎 2 − 1 ) ,


  MSE  (       Y ˉ ^  i ∗ ) = V a r  (  (       Y ˉ ^  i ∗ ) ) ,


    MSE ^  (       Y ˉ ^  i ) =  exp ⁡   ( 2       Y ˉ ^  i ∗ +   MSE ^  (       Y ˉ ^  i ∗ ) ) ⋅  [  exp ⁡   (   MSE ^  (       Y ˉ ^  i ∗ ) ) − 1 ] .


    MSE ^  (       Y ˉ ^  i ) =  exp ⁡   ( 2       Y ˉ ^  i ∗ +   MSE ^  (       Y ˉ ^  i ∗ ) ) ⋅  [  exp ⁡   (   MSE ^  (       Y ˉ ^  i ∗ ) ) − 1 ] .


 


    MSE ^  (       Y ˉ ^  i ∗ )


   [  exp ⁡   (   MSE ^  (       Y ˉ ^  i ∗ ) ) − 1 ] ≈   MSE ^  (       Y ˉ ^  i ∗ )


    MSE ^ (       Y ˉ ^  i ) ≈ exp ⁡  ( 2       Y ˉ ^  i ∗ ) ⋅   MSE ^ (       Y ˉ ^  i ∗ )


    𝜀  i j ~ M V N  ( 𝟎 ,     𝝈  𝒊  𝟐 𝚺  ( 𝝆 ,     𝑵  𝒊 ) )


    𝜀  i j ~ M V N  ( 𝟎 ,     𝝈  𝟐   𝑰  𝒎 ) .


  m


    N 1 ,     N 2 ,   . . . ,     N  m


  Y


  x


    Y  i j ∗ =  ln ⁡    Y  i j


    x  i j


    Y  i j ∗ =   𝒙  𝒊 𝒋  𝑻 𝜷 +   𝜀  i j


  i = 1 ,   … ,   m ,


  j = 1 ,   … ,     N  i


    Y  i j ∗ ~ N o r m a l  (   𝜇  i ,     𝜎  i 2 )


  𝛽


      𝛽 ^  G L S = (   𝐗 ′   𝐕  − 𝟏 𝐗  )  − 𝟏   𝐗 ′   𝐕  − 𝟏   𝐲 ∗ ,


  𝐕 =   𝜎 2 𝚺  ( 𝝆 ,     𝑵  𝒊 )


    𝜀  i j =   Y  i j ∗ −   x  i j  T     𝛽 ^  G L S


      F ^  𝜀 ≡     F ^  𝜀  (   𝜀  i j |   𝜎  i 2 )


    u  i j ϵ


    F  1 :   N  i  (   𝜀  i , 1 ,   … ,     𝜀  i ,   N  i |     𝜎  i 2 , 𝛼 ) =  (     u ^  i , 1 ,   … ,       u ^  i ,   N  i )


    F  1 :   N  i  (   𝜀  i , 1 ,   … ,     𝜀  i ,   N  i |     𝜎  i 2 , 𝛼 ) =   C  1 :   N  i  {     F ^  1 :   N  i  (   𝜀  i , 1 |   𝜎  i 2 ) ,   … ,     F ^  (   𝜀  i ,   N  i |   𝜎  i 2 ) | 𝛼 }


    F  1 :   N  i  (   𝜀  i , 1 ,   … ,     𝜀  i ,   N  i |     𝜎  i 2 , 𝛼 ) =   C  1 :   N  i  {     F ^  1 :   N  i  (   𝜀  i , 1 |   𝜎  i 2 ) ,   … ,     F ^  (   𝜀  i ,   N  i |   𝜎  i 2 ) | 𝛼 }


  𝛼


    𝜀  i j =   v  i +   𝜉  i j


    v  i ∼ N ( 0 ,   𝜎    v  i 2 )


    𝜉  i j ∼ N ( 0 ,   𝜎    𝜉  i j 2 )


    𝜉  i j ∼ N ( 0 ,   𝜎    𝜉  i j 2 )


  M V N ( 𝟎 ,   𝝈  𝒊  𝟐 𝚺 ( 𝝆 ,   𝑵  𝒊 ) )


    𝜎  i 2 =   𝜎    v  i 2 +   𝜎    𝜉  i j 2 ,         𝜌 ≅ 𝛼


  𝜌


  F  (   𝜀 1 , … ,   𝜀  d ) = F  (   𝜀  𝜋  ( 1 ) , … ,   𝜀  𝜋  ( d ) ) .


  F  ( ∞ , … , ∞ ,   𝜀 1 , … ,   𝜀  d , ∞ , … , ∞ ) = F  (   𝜀 1 , … ,   𝜀  d ) .


  𝛼


  ℓ  ( 𝛼 |  {     u ^  i , 1 ,   … ,       u ^  i ,   n  i }    m   i = 1 ) =   ∑  i = 1  m   log ⁡   (   c  1 :   n  i  (     u ^  i , 1 ,   … ,       u ^  i ,   n  i | 𝛼 ) )


      𝛼 ^  M L E =     arg ⁡  m i n   𝛼  { −   ∑  i = 1  m   log ⁡   (   c  1 :   n  i  (     u ^  i , 1 ,   … ,       u ^  i ,   n  i | 𝛼 ) ) }


      Y -  i =  1    N  i   ∑  j = 1    N  i    Y  i j


    s  i  


    n  i


  i


  i = 1 , … , m


    N  i


    r  i


  i


   { (   Y  i j ,   x  i j ) | i = 1 , … , m , j = 1 , … ,   n  i }


  i


      𝜀 ˉ  i s =  1    n  i   ∑  j = 1    n  i    𝜀  i j


            Y -  i ^ ∗  B P     =     𝑿 ˉ  i  T 𝜷 +     n  i    N  i     𝜀 ˉ  i s +     N  i −   n  i    N  i E (   𝜀  i a ∣   𝜀  i j , j ∈   s  i )


      𝑿 ˉ  i


  i


  a ∈   r  i


  E (   𝜀  i a ∣   𝜀  i j , j ∈   s  i )


  E (   𝜀  i a ∣   𝜀  i j , j ∈   s  i ) =   ∫  − ∞ ∞  z       f  1 :   n  i + 1 ( z ,   𝜀  i   j 1 , … ,   𝜀  i   j    n  i )    f  1 :   n  i (   𝜀  i   j 1 , … ,   𝜀  i   j    n  i ) d z


  =   ∫  − ∞ ∞  z       c  1 :   n  i + 1 (   F  𝜀 ( z ) ,   F  𝜀 (   𝜀  i j ) | 𝛼 )    c  1 :   n  i (   F  𝜀 (   𝜀  i j ) | 𝛼 )   f  𝜀 ( z )   d z


  =   ∫  − ∞ ∞  z     w  1 i (   F  𝜀 ( z ) ,   F  𝜀 (   𝜀  i j ) | j ∈   s  i , 𝛼 )   d   F  𝜀 ( z ) .


    w  1 i ( v ,   F  𝜀 (   𝜀  i j ) | j ∈   s  i , 𝛼 ) =     c  1 :   n  i + 1 ( v ,   F  𝜀 (   𝜀  i j ) | 𝛼 )    c  1 :   n  i (   F  𝜀 (   𝜀  i j ) | 𝛼 )


    c  1 :   n  i ( . )


    F  𝜀 ( . )


    w  1 i


        Y ˉ ^  i  B P = E  [ exp ⁡ (           Y -  i ^ ∗  B P ) ] ≈  exp ⁡   (            Y -  i ^ ∗  B P +   1 2   𝜎  i 2 )


    𝜎  i 2


        Y ˉ ^  i ∗


            Y -  i ^  M E C ∗  E B P     =     𝑿 ˉ  i  T 𝜷 +     n  i    N  i     𝜀 ˉ  i s +     N  i −   n  i    N  i E (   𝜀  i a ∣   𝜀  i j , j ∈   s  i )


        Y - ^    i  M E C  ∗ E B P =     𝑿 -  i  T   𝜷 ^ +     n  i    N  i     e -  i s +     N  i −   n  i    N  i     e ^  i


  i


      e ^  i =     ∑  l = 1  m    ∑    j 1 ∈   s  l      e  i j 1 w  1 i (     F ^  𝜀 (   e  i   j 1 ) ,     F ^  𝜀 (   e  i j ) | j ∈   s  i ,   𝛼 ^ )      ∑  l = 1  m    ∑    j 1 ∈   s  l    w  1 i (     F ^  𝜀 (   e  i   j 1 ) ,     F ^  𝜀 (   e  i j ) | j ∈   s  i ,   𝛼 ^ )


        Y ˉ ^    i  M E C − L M  E B P = E  [ exp ⁡ (           Y -  i ^ ∗  E B P ) ] ≈  exp ⁡   (            Y -  i ^ ∗  E B P +   1 2   𝜎  i 2 )


   1 2  (   𝜎    𝜈  i 2 +   𝜎    𝜉  i j 2 ) ≅


   1 2   𝜎  i 2


      Y ^  i j  K a r l b e r g = (     c ^  i j  )  − 1 E  [    Y  i j ∣    𝜽 ^ ,   𝐳  i j ] ,


      𝜎 ^  i 2 =     n  i    N  i     𝜎 ^  s e p a r a t   e  i 2 +  (     N  i −   n  i    N  i )     𝜎 ^  p o o l e d 2 ,


    𝜎  s e p a r a t   e  i 2


    𝜎  p o o l e d 2


      e -  i s


      e ^  i


    V ^  (   𝛽 ^ )


    𝛽 ^


    V ^  (     𝜎 ^  i 2 )


      𝜎 ^  i 2


        Y ˉ ^    i  M E C − L M  E B P _ K =     c ^  i j  − 1  exp ⁡   (            Y -  i ^ ∗  E B P +   1 2   𝜎  i 2 ) .


  M S P E  (           Y -  i ^ ∗  E B P )


  = E  [    (       Y - ^  i  ∗   E B P −     Y -  i ∗ ) 2 ]


  = E  [    (       Y - ^  i  ∗   B P −     Y -  i ∗ ) 2 ] + E  [    (       Y - ^  i  ∗ E B P −       Y - ^  i  ∗ B P ) 2 ] + 2 E  [  (       Y - ^  i  ∗ B P −     Y -  i ∗ )  (       Y - ^  i  ∗ E B P −       Y - ^  i  ∗ B P ) ]    


  M S P   E  E B P


  𝜌


  𝜌


  M S P   E  ∗ E B P


  M S P   E  ∗ E B P


   (   𝛽 ^ ,       𝜎 ^  i 2 ,     𝜌 ^ )


    Y  i j ∗ =   x  i j  T 𝛽 +   𝜀  i j ,  


  i = 1 ,   … ,   m ,


  j = 1 ,   … ,     n  i


  b = 1 ,   . . . ,   B


        Y ˉ ^  i  


    MSPE ^  (         Y ˉ ^  ∗ E B P  i ) =  1  B   ∑  b = 1  B     (         Y ˉ ^  ∗ E B P  ( b )  i −       Y  i -  ∗  ( b ) ) 2 .


    MSPE ^  (         Y ˉ ^  E B P  i ) =  exp ⁡   ( 2       Y ˉ ^  i  ∗ E B P +   MSPE ^  (       Y ˉ ^  i  ∗ E B P ) ) ⋅  [  exp ⁡   (   MSPE ^ (       Y ˉ ^  i  ∗ E B P ) ) − 1 ] ,


  MSPE (       Y ˉ ^  i  E B P ) ≈ exp ⁡  ( 2       Y ˉ ^  i  ∗ E B P ) ⋅ MSPE (       Y ˉ ^  i  ∗ E B P )


   (   u  i , 1  ( b ) ,   … ,     u  i ,   N  i  ( b ) )


    C  1 :   N  i  ( . |   𝜌 ^ )


    𝜀  i j  ( b ) =   F  − 1  (   u  i j  ( b ) |     𝜎 ^  i 2 )


    Y  i j  ∗ ( b ) =  ln ⁡   (   Y  i j  ( b ) ) =   𝒙  i j  T   𝜷 ^ +   𝜀  i j   ( b )


    Y  i j  ( b ) =  exp ⁡   (   Y  i j  ∗  ( b ) )


      Y -  i  ( b ) =  1    N  i   ∑  j = 1    N  i    Y  i j  ( b )


   {  (   Y  i j   ( b ) ,   𝒙  i j ) , i = 1 , … , m , j = 1 , … ,   n  i }


    n  i


   (     𝛽 ^  ( b ) ,         𝜎 ^  i 2  ( b ) ,       𝜌 ^  ( b ) )


          Y - ^  i ∗  ( b ) =     𝑿 -  i  T     𝜷 ^  ( b ) +     n  i    N  i     e -  i s  ( b ) +     N  i −   n  i    N  i     e ^  i  ( b )


          Y - ^  i  E B P  K a r l b e r g ( b ) =   c  i j  − 1  exp ⁡   (         Y - ^  i ∗  ( b ) + 0 . 5     𝜎  i 2   ( b ) )


  MSPE  (       Y - ^  i  ∗ E B P ) =  1  B   ∑  b = 1  B     (         Y - ^  i  ∗ E B P   ( b ) −     Y -  i  ∗  ( b ) ) 2


    MSPE ^ (         Y ˉ ^  E B P  i ) = exp ⁡  ( 2       Y ˉ ^  i  ∗ E B P +   MSPE ^ (       Y ˉ ^  i  ∗ E B P ) ) ⋅  [ exp ⁡  (   MSPE ^ (       Y ˉ ^  i  ∗ E B P ) ) − 1 ]


  m = 20


  i = 1 , … , m


  i


  j = 1 , … ,   N  i


    N  i ∼ U ⁡  { 1000 , 1001 , … , 2000 } ,


  U


  i


    n  i ∼  U ⁡   { 4 , 5 , … ,   30 } .


    N  i


    n  i


    N  i


    n  i


    N  i


    n  i


  i


    f  i =     n  i    N  i ,


    N  i


    n  i


    X  1 i j ∼ U  ( − 1 , 1 ) ,


    X  2 i j ∼ U  ( − 1 , 1 ) .


    𝛽 1 = 2   dan     𝛽 2 = 1 .


    X 1


    X 2


      X ‾  1 i =  1    N  i   ∑  j = 1    N  i    X  1 i j ,


      X ‾  2 i =  1    N  i   ∑  j = 1    N  i    X  2 i j .


  j


  i


    𝜀  i j =  𝜌     Z  i +  1 − 𝜌     Z  i j ,


    Z  i ∼ N  ( 0 , 1 )


    Z  i j ∼ N  ( 0 , 1 )


    Z  i


    Z  i j


    Z  i


  E ⁡  (   𝜀  i j ) = 0


  Var ⁡  (   𝜀  i j ) = 𝜌 +  ( 1 − 𝜌 ) = 1 .


  j ≠ k


     Cov ⁡  (    𝜀  i j ,    𝜀  i k )  =  Cov ⁡   (  𝜌   Z  i +  1 − 𝜌   Z  i j ,    𝜌   Z  i +  1 − 𝜌   Z  i k )    = 𝜌 .


   Corr ⁡   (   𝜀  i j ,   𝜀  i k ) = 𝜌 .


  i


    𝜀  i =    (    𝜀  i 1 , … ,    𝜀  i   N  i ) ⊤ ,


    R  i  ( 𝜌 ) =  ( 1 − 𝜌 )   I    N  i + 𝜌   J    N  i ,


    I    N  i


    J    N  i


    N  i ×   N  i


  j


  i


    𝜂  i j =   𝛽 0 +   𝛽 1   X  1 i j +   𝛽 2   X  2 i j + 𝜎   𝜀  i j .


    Y  i j = exp ⁡  (   𝜂  i j ) .


  log ⁡  (   Y  i j ) =   𝜂  i j ,


    Y  i j


    𝛽 0


  X ∼ U  ( − 1 , 1 )


   E ⁡   {  exp ⁡   ( t X ) } =    sinh ⁡   ( t )  t ,


    X 1  


    X 2


   E ⁡   [ exp ⁡  (   𝛽 1   X 1 +   𝛽 2   X 2 ) ] =   sinh ⁡  (   𝛽 1 )    𝛽 1   sinh ⁡  (   𝛽 2 )    𝛽 2 .


    𝛽 0 = 𝜇 −  log ⁡   {   sinh ⁡  (   𝛽 1 )    𝛽 1 } −  log ⁡   {   sinh ⁡  (   𝛽 2 )    𝛽 2 } .


  E ⁡  (   Y  i j ) =  exp ⁡   ( 𝜇 +  1 2   𝜎 2 ) ,


  𝜎


    𝜇  l o g


  𝜎


  𝜌


  𝜎


  𝜌


  𝜎


  𝜌


  𝜎


  𝜌


  𝜎


  𝜌


  𝜎


  𝜌


  𝜎


  𝜌


  𝜎


  𝜎


  𝜌


  𝜌 = 0 , 75


  𝜌 = 0 , 30


  𝜇


  𝜎


   ( 𝜇 , 𝜎 )  


   exp ⁡   ( 𝜇 +  1 2   𝜎 2 ) ≈ 5 .


  3 × 2


  i


      Y ‾  i =  1    N  i   ∑  j = 1    N  i    Y  i j .


      Y ‾  i


    Y  i  true


        Y ‾ ^  i DIR =  1    n  i   ∑  j ∈   s  i    Y  i j ,


    s  i


  i


    n  i


  log ⁡  (   Y  i j ) =   𝛽 0 +   𝛽 1   X  1 i j +   𝛽 2   X  2 i j +   u  i +   e  i j ,


    u  i


    e  i j


    N  i


    X 1


    X 2


        Y ‾ ^  i BHF =  exp ⁡   (     𝜃 ^  i BHF +  1 2     𝜎 ^  e , BHF 2 ) ,


      𝜃 ^  i BHF


      𝜎 ^  e , BHF 2


  log ⁡  (   Y  i j ) =   𝒙  i j ⊤ 𝜷 +   e  i j ,


    x  i j ⊤ =  ( 1 ,   X  1 i j ,   X  2 i j ) .


  i


    u  i j =   F  i  (   e  i j |     𝜇 ^  e , i ,     𝜎 ^  i ) ,


    F  i


      𝜇 ^  e , i


      𝜎 ^  i 2


    u  i j


  𝒚 = 𝑿 𝜷 + 𝒆 ,


  y =    (   log ⁡    Y 11 , … ,   log ⁡    Y  m   n  m ) ⊤ .


      𝜷 ^ GLS =    (   𝑿 ⊤     𝜮 ^  − 𝟏 𝑿 )  − 1   𝑿 ⊤     𝜮 ^  − 𝟏 𝒚 ,


    𝛴 ^


   Corr ⁡   (   e  i j ,   e  i k ) = 𝛼 ,   j ≠ k ,


      𝜌 ^  C , GLS


      Y ‾  i =  1    N  i  (   ∑  j ∈   s  i    Y  i j +   ∑  j ∈   r  i    Y  i j ) ,


    r  i


    N  i


    n  i


  E ⁡  { exp ⁡  ( W ) } ≠ exp ⁡  { E ⁡  ( W ) } .


  q


  q ∈  { OLS , GLS }


        Y ‾ ^  i , q =  exp ⁡   (       𝜂 ‾ ^  i , q +  1 2     𝜎 ^  i 2 ) ,


        𝜂 ‾ ^  i , q


      𝜎 ^  i 2


    c  i , q =  exp ⁡   [  1 2     x ‾  i ⊤  Var ^  (     𝛽 ^  q )     x ‾  i +  1 4  Var ^  (     𝜎 ^  i 2 ) ] ,


      x ‾  i ⊤ =  ( 1 ,     X ‾  1 i ,     X ‾  2 i ) .


        Y ‾ ^  i , q  K =   c  i , q  − 1       Y ‾ ^  i , q .


   (   N 1 ,   … ,     N 20 )


   (   n 1 ,   … ,     n 20 ) .


  h ∈  { A , B , C , D , E , F }


    X  1 i j


    X  2 i j


  U  ( − 1 , 1 )


    Z  i


    Z  i j


    𝜀  i j


    𝛽 0


  𝜇


    𝜂  i j


    Y  i j = exp ⁡  (   𝜂  i j )


    Y  h i true =  1    N  i   ∑  j = 1    N  i    Y  h i j ,


  h


    n  i


    N  i


    s  i   ( r ) ∼  SRSWOR ⁡   (   N  i ,   n  i ) ,


  r = 1 , … , R


        Y ‾ ^  h i , D I R   ( r ) =  1    n  i   ∑  j ∈   s  i   ( r )    Y  h i j .


  log ⁡  ( Y )


    X 1


    X 2


  log ⁡  (   Y  i j ) =   𝛽 0 +   𝛽 1   X  1 i j +   𝛽 2   X  2 i j +   e  i j


 


      𝜎 ^  i 2


      𝜎 ^  i =      𝜎 ^  i 2 .


   ( 0 , 1 )


    u  i j OLS


    u  i j GLS .


      𝜌 ^  C , OLS


      𝜌 ^  C , GLS .


  R = 200


  6 × 200 × 20 = 24 . 000


        Y ‾ ^  h i ℓ   ( r )


  h


  i


  ℓ


  r


    Y  h i true


  i


        Y ^ ‾  h i ℓ =  1    R  h i ℓ   ∑  r = 1    R  h i ℓ        Y ‾ ^  h i ℓ   ( r ) ,


 


    R  h i ℓ


  i


   ARB  h i ℓ =  ∣     R  h i ℓ  − 1   ∑  r = 1    R  h i ℓ   (       Y ‾ ^  h i ℓ   ( r ) −   Y  h i true )    Y  h i true ∣ × 100 % .


   RMSPE  h i ℓ =   1    R  h i ℓ   ∑  r = 1    R  h i ℓ     (       Y ‾ ^  h i ℓ   ( r ) −   Y  h i true ) 2 .  


     ARB ‾  h ℓ =  1  m   ∑  i = 1  m   ARB  h i ℓ .


     RMSPE ‾  h ℓ =  1  m   ∑  i = 1  m   RMSPE  h i ℓ .


  Y


    X 1


    X 2


      Y  i -


      Y -  i  


  𝜎


    Y  i j k = 𝜇 +   𝜎  i +   𝜌  j +    ( 𝜎 𝜌 )  i j +   𝜀  i j k ,


    Y  i j k


  i


  j


  k


  𝜇


    𝜎  i


  i


    𝜌  j


  j


     ( 𝜎 𝜌 )  i j


    𝜀  i j k


  𝜎


  Y


  F  ( 2 ; 177648 ) = 17 , 05


  p < 0 , 001


    H  0 D


  𝜌


  F  ( 1 ; 177648 ) = 17 , 38


  p < 0 , 001


    H  0 K


  F  ( 2 ; 177648 ) = 6 , 05


  p = 0 , 00236


    H  0 D K


  Y


    H  0 D


    H  0 K


    H  0 D K


  p


        Y -  i ^


        Y -  i ^  


          Y - ^  i  E B P


        Y -  i ^


          Y - ^  i  E B P  


      Y -  i


      Y -  i  


    X 1


    X 2


    X 3


    X 4


    N  i


    n  i


    N  i


    n  i


    N  i


    n  i


    N  i


    n  i


    X 1 ,     X 2 ,     X 3 ,


    X 4


    X 1 ,     X 2 ,     X 3 ,


    X 4


  R M S P E  (     𝜃 ^  i ) =  M S P E  (     𝜃 ^  i )


  i


  C   V  i =   R M S P E  (     𝜃 ^  i )      𝜃 ^  i × 100 %


      𝜃 ^  i


  i


  32 , 24 % .


  10 , 07 % .


  14 , 74 % ,


  27 , 57 % .

