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ABSTRAK

AGUNG HARGIANTORO. Pemodelan 8-Puzzle Menggunakan Integer Linear
Programming. Dibimbing oleh AMRIL AMAN dan NGAKAN KOMANG
KUTHA ARDANA.

8-puzzle adalah salah satu jenis permainan puzzle. Permainan ini
menggunakan bidang persegi yang dibangun oleh sel 3 x 3 dengan delapan sel
diisi oleh blok yang diberi label 1 sampai dengan 8 dan satu sel kosong. Tugas
pemain adalah menyusun delapan blok persegi tersebut sampai membentuk
susunan solusi. Dalam karya ilmiah ini akan dibahas bagaimana menentukan
susunan awal yang dapat mencapai susunan solusi dan kemudian
memformulasikan 8-puzzle menggunakan integer linear programming serta
menyelesaikannya dengan software LINGO 11.0.

Kata kunci: 8-puzzle, integer linear programming
ABSTRACT

AGUNG HARGIANTORO. Modeling 8-Puzzle Using Integer Linear
Programming. Supervised by AMRIL AMAN and NGAKAN KOMANG
KUTHA ARDANA.

8-puzzle is a puzzle that uses a square field constructed by 3 x 3 cells. Its
eight cells are filled in by blocks labeled 1 through 8 and the ninth cell is empty.
Player should arrange eight square blocks until those eight square blocks forms
the solution arrangement. This study presents a characterization of starting
arrangement to the required arrangement. The 8-puzzle is considered as an integer
linear programming. It is solved by using LINGO 11.0 computer software.

Keywords: 8-puzzle, integer linear programming
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PENDAHULUAN

Latar Belakang

8-puzzle adalah puzzle versi ukuran yang lebih kecil dari 15-puzzle, yaitu
salah satu jenis permainan teka-teki yang ditemukan oleh Noyes Palmer Chapman
yang merupakan seorang kepala kantor pos di Canastota, New York pada awal
1874. Permainan ini bertujuan untuk menyusun blok-blok yang memiliki angka 1
sampai 8 dalam suatu bidang persegi yang memiliki ruang untuk 9 blok dengan
satu ruang kosong yang tersedia. Permainan dilakukan dengan menggeser salah
satu blok ke ruang kosong yang tersedia sehingga mengubah urutan angka-angka
yang terdapat pada blok sampai pada akhirnya urutannya sesuai dengan yang
diharapkan (angka-angkanya berurutan dari 1 sampai 8 dengan ruang kosong di
pojok kanan bawah).

Pada tahun 1870-an Sam Loyd menimbulkan kegemparan di Amerika
Serikat, Inggris dan Eropa dengan menawarkan hadiah $ 1000 untuk siapa saja
yang dapat menyelesaikan puzzle miliknya, yaitu 15-puzzle dengan angka
berurutan 1 sampai 13 tetapi angka 14 dan 15 ditukar. Banyak yang telah meneliti
puzzle tersebut, salah satunya Johnson & Story (1879) yang membuktikan bahwa
tidak ada solusi untuk puzzle Sam Loyd tersebut (Archer 1999). Hal ini
mendorong banyak orang untuk meneliti berbagai hal mengenai 15-puzzle dengan
berbagai metode. Salah satu hal menarik adalah bahwa adanya kondisi awal
tertentu pada puzzle ini yang tidak memiliki solusi dan salah satunya dijelaskan
oleh Aaron F. Archer dalam A Modern Treatment of 15-Puzzle dan tentunya pada
8-puzzle juga terdapat suatu susunan awal yang tidak dapat mencapai susunan
solusi.

Dalam makalah ini akan digunakan integer linear programming untuk
diterapkan pada permainan 8-puzzle sehingga dapat ditentukan langkah-langkah
yang akan diambil sehingga puzzle ini dapat diselesaikan.

Tujuan Penelitian

Adapun tujuan karya ilmiah ini yaitu:
e Menentukan bisa atau tidaknya suatu susunan awal mencapai
susunan solusi dan membuat model untuk memeriksanya;
e membuat suatu formulasi integer linear programming yang dapat
menentukan pergerakan yang harus diambil untuk mencapai susunan
solusi dari 8-puzzle.



LANDASAN TEORI

Pemrograman Linear

Konsep dasar yang harus dipahami sebelum mendefinisikan pemrograman
linear adalah fungsi linear, persamaan linear dan pertaksamaan linear.

Definisi 1 (Fungsi Linear)

Sebuah fungsi f(xq,x, ..., x,) dalam suatu variabel-variabel x,, x,, ..., x,
adalah suatu fungsi linear jika dan hanya jika untuk suatu himpunan konstanta
€1, Cy, ..., Cn, fungsi f dapat dituliskan sebagai f(xy, x5, ..., X)) = €1X1 + x5 +
-+ cpxy, (Winston 2004).

Definisi 2 (Persamaan dan Pertaksamaan Linear)

Untuk sembarang fungsi linear f(xq, x,, ..., x,) dan sembarang bilangan b,
suatu persamaan f(xy,xy,...,Xx,) = b merupakan persamaan linear sedangkan
pertidaksamaan  f(xq,x3,...,x,) = b dan  f(xq, Xy, ...,X,) < b merupakan
pertidaksamaan linear (Winston 2004).

Definisi 3 (Pemrograman Linear)
Menurut Winston (2004) pemrograman linear (PL) adalah suatu masalah
optimasi yang memenuhi ketentuan-ketentuan sebagai berikut:

a) tujuan masalah tersebut adalah memaksimumkan atau meminimumkam
suatu fungsi linear dari sejumlah variabel keputusan. Fungsi yang akan
dimaksimumkan atau diminimumkan ini disebut fungsi objektif.

b) nilai variabel-variabel keputusannya harus memenuhi suatu himpunan
kendala. Setiap kendala harus berupa persamaan linear atau
pertidaksamaan linear,

c) ada pembatasan tanda untuk setiap variabel dalam masalah ini. Untuk
sembarang variabel x;, pembatasan tanda menentukan x; harus taknegatif
(x; = 0) atau tidak dibatasi tandanya (unrestricted in sign).

Bentuk umum pemrograman linear adalah:
memaksimumkan atau meminimumkan
Z = f(xq,X2, -, Xpn)
terhadap kendala:
gl(xlr-XZI LR xn)(S, = Z)bll
92 (xlfo' ey xn)(S, = Z)bz,

Im (Xl, X2y ey xn)(S, = 2)bm' (1)
dengan f (x4, x5, ..., x,) merupakan fungsi objektif dari pemrograman linear dan
gi(x1, %2, ..., %) (<, =,2)b; merupakan kendala pemrograman linear dengan
(x4, %3, ..., x,) merupakan fingsi linear (Winston 2004).

Definisi 4 (Daerah Fisibel Pemrograman Linear)
Daerah fisibel untuk pemrograman linear (1) adalah himpunan dari nilai-
nilai (x4, x5, ..., x,) Yang memenuhi sejumlah m kendala di (1). Sebuah nilai di
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dalam daerah fisibel adalah nilai fisibel dan sebuah nilai di luar daerah fisibel
disebut nilai takfisibel (Winston 2004).

Definisi 5 (Nilai Optimum Pemrograman Linear)

Untuk masalah maksimisasi, nilai optimum dari suatu persamaan linear
merupakan suatu nilai yang berada dalam daerah fisibel denga nilai fungsi objektif
yang terbesar. Untuk masalah minimisasi, nilai optimum dari suatu persamaan
linear merupakan suatu nilai yang berada dalam daerah fisibel dengan nilai fungsi
objektif yang terkecil (Winston 2004).

Pemrograman Linear Integer

Pemrograman linear integer atau disebut juga integer programming (IP)
merupakan suatu pemrograman linear yang yang sebagian atau semua variabel
yang digunakan merupakan integer yang taknegatif. Jika suatu IP menggunakan
semua variabel yang berupa integer, maka IP tersebut disebut pure integer
programming (PIP). Jika suatu IP menggunakan sebagian variabel saja yang
berupa integer, maka IP tersebut disebut mixed integer programming (MIP). Jika
suatu IP menggunakan semua variabel yang bernilai 0 atau 1, maka IP tersebut
disebut 0-1 IP (Winston 2004).

Permutasi

Definisi 6 (Permutasi)
Permutasi dari himpunan takkosong S didefinisikan sebagai pemetaan satu-
satu dari S ke S (Durbin 1992).

Definisi 7 (Grup Simetri)

Himpunan semua permutasi dari himpunan takkosong S adalah grup
berkaitan dengan komposisi, grup ini disebut grup simetri pada S dan akan
dinotasikan Sym(S). Ketika S adalah himpunan {1, 2,..., n} yang terdiri dari n
bilangan bulat positif pertama, grup Sym(S) biasanya dinotasikan S,, (Durbin
1992).

Definisi 8 (Cycle)

Unsur S, sering ditulis menggunakan notasi cycle. Jika S adalah suatu
himpunan dan a4, @y, ..., ax € S, maka (a;a, ... ;) menunjukkan permutasi dari
S yang

g > Ay, Ay > A3,y ooy A_q = Ay, A = Aq
dan
x — x untuk semua x € S lainnya.
Sebuah permutasi tersebut disebut cycle atau k-cycle (Durbin 1992).

Definisi 9 (Transposisi)
Transposisi adalah 2-cycle dalam S,, (Durbin 1992).
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Definisi 10 (Permutasi Genap dan Permutasi Ganjil)

Permutasi adalah genap jika dapat dituliskan sebagai hasil sejumlah genap
transposisi dan permutasi adalah ganjil jika dapat dituliskan sebagai hasil
sejumlah ganjil transposisi (Durbin 1992).

Teorema 1
Setiap permutasi dapat ditulis sebagai produk dari transposisi (Grove 1983).

Teorema 2
Jika o € S,,;, kemudian o dapat ditulis sebagai hasil sebanyak genap

transposisi jika dan hanya jika o tidak bisa ditulis sebagai hasil sebanyak ganjil
transposisi (Grove 1983).

PEMODELAN 8-PUZZLE

Keberadaan Solusi Suatu Susunan Awal

Berikut akan dibahas beberapa teorema berdasarkan sumber-sumber yang
didapat untuk membuktikan bahwa terdapat suatu kondisi awal tertentu sehingga
solusi tidak dapat dicapai.

1 2 3
4 5 6
) g8

Gambar 1 Blok-blok pada 8-puzzle

Delapan keping kotak berangka pada Gambar 1 disebut dengan blok dan
sembilan kotak berbeda pada papan disebut dengan sel. Untuk suatu alasan, urutan
sel-sel dibuat seperti jalur ular seperti Gambar 2.

Y A E
:

N I R

1

N T -

Gambar 2 Penomoran sel-sel pada 8-puzzle

Suatu sel akan kosong jika ditempati oleh blok kosong. Setiap pergerakan
yang sah terdiri dari menukarkan blok kosong dengan blok tetangganya secara
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vertikal atau horizontal. Placement adalah bijeksi dari himpunan sel ke himpunan
blok (termasuk blok kosong).

Perhatikan bahwa jika blok kosong digerakkan sepanjang jalur ular maka
blok kosong dapat dipindahkan ke setiap sel tanpa mengubah urutan blok
sebelumnya pada jalur ini. Ini berakibat terdapatnya hubungan ekuivalen dari
himpunan placement, dua placement ekuivalen jika satu placement dapat dicapai
dari yang lain dengan memindahkan blok kosong sepanjang jalur ular.

Setiap kelas ekuivalensi disebut dengan konfigurasi, setiap konfigurasi
mengandung 9 placement, satu untuk setiap sel yang ditempati blok kosong.

Misal blok i menempati sel j dan blok kosong menempati sel m, jikam > j
maka disebut blok i menempati slot j tetapi jika m < j maka disebut blok i
menempati slot (j - 1).

Dalam satu konfigurasi, blok-blok placement satu dengan blok-blok
placement lainnya menempati slot yang sama, jadi konfigurasi dapat dinotasikan
oleh [a4, a,, ..., ag], dengan a; adalah slot yang blok i tempati dalam konfigurasi.

Setiap langkah dari blok kosong menyebabkan permutasi pada slot-slot yang
ditempati oleh blok-blok. Misalnya, memindahkan blok kosong dari sel 5 ke sel 8
menyebabkan permutasi (5,6,7) karena blok sebelumnya dalam sel 8 (slot 7)
adalah pindah ke sel 5 (yang menjadi slot 5) dan blok dalam sel 6 sampai 7 naik
satu slot. Konfigurasi [a4, a,, ..., ag] mengalami permutasi o ditransformasikan ke
dalam konfigurasi [a4,a,,...,ag] 0= [a,0,a,0,..,ag0]. Karena permutasi
bertindak di sebelah kanan maka perkaliannya adalah dari kiri ke kanan.

Misal o; ; menotasikan permutasi yang dihasilkan oleh pergerakan blok
kosong dari sel i ke sel j. Kemudian jelas bahwa o;;,, adalah identitas dan g;; =
aifjl. Ini menghasilkan 4 permutasi untuk dikerjakan yang terdapat pada Gambar 3.
Kuncinya adalah blok kosong dapat digerakkan sepanjang jalur ular ke setiap sel
tanpa mengubah konfigurasi. Oleh karena itu, 4 permutasi yang tercantum dalam
Gambar 5 dan inversnya dapat diterapkan dalam urutan apapun, sehingga masalah
berkurang untuk mengidentifikasi subgrup dari Sg (grup simetri pada 8 slot) yang
dihasilkan oleh permutasi-permutasi ini. Akan dibuktikan bahwa permutasi-
permutasi ini menghasilkan Ag (semua permutasi genap).

o16=(1,23,4,5)

0'2’5 = (2, 3, 4)
040=(4,5,6,7,8)
0-5,8 = (5, 6, 7)

Opn+1 =1d,n=1,2,3,.,8
0;; = 0/;" untuk semua i > j

Gambar 3 Ringkasan dari semua kemungkinan permutasi dari slot dicapai
dengan memindahkan blok kosong. Memindahkan blok kosong dari
sel i ke sel j menyebabkan permutasi o; ;
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Lema 1. Untuk n > 3 3-cycle menghasilkan A4,,.(Archer 1999)

Lema 2. Untuk n > 3 3-cycle berurutan {(1, 2, 3), (2, 3, 4),..., (n—2,n =1, n)}
menghasilkan A,,. (Archer 1999)

Teorema 3. Semua cycle pada Gambar 3 menghasilkan Ag.

Pembuktian ini didasarkan pada teorema yang dibuktikan Archer
sebelumnya untuk 15-puzzle.

Bukti: Karena semua cycle adalah ganjil, semua cycle merupakan permutasi
genap dan menghasilkan subgrup dari Ag. Perhatikan bahwa untuk permutasi o
terdapat 0~ 1(ay, ..., ai)o = (a0, ..., a,0). Kemudian,

(1,2,3,4,5)7(2,3,4)(1,2,3,4,5)™ menghasilkan (1,2,3), (2,3,4), (3,4,5);
(4,5,6,7,8)7"(5,6,7)(4,5,6,7,8)™ menghasilkan (4,5,6), (5,6,7), (6,7,8)

saat n diasumsikan bernilai -1, 0, 1. Ini merupakan semua 3-cycle berurutan di Sg,
berdasarkan Lema 2 ini menghasilkan Ag (semua permutasi genap 8-puzzle). m

Dari Teorema 2 pada bab Landasan Teori telah diketahui bahwa permutasi
genap tidak dapat dituliskan dengan sebanyak ganjil transposisi juga sebaliknya,
permutasi ganjil tidak dapat dituliskan dengan sebanyak genap transposisi. Karena
telah diketahui pada 8-puzzle pergerakan blok kosong menghasilkan permutasi
genap maka sebuah permutasi ganjil tidak dapat dibentuk. Ini menghasilkan suatu
kondisi bahwa ada susunan awal yang tidak dapat ditemukan solusinya yaitu jika
susunan awal tersebut merupakan permutasi ganjil dari konfigurasi susunan solusi
pada 8-puzzle.

Dengan demikian, diberikan suatu dua placement Pl, dan Pl, yang masing-
masing memiliki konfigurasi Cf; dan Cf,, Pl, dapat dicapai dari Pl; jika dan
hanya jika Cf, merupakan permutasi genap dari Cf;. Perlu diketahui bahwa satu
pertukaran slot pada konfigurasi suatu susunan mengakibatkan satu pertukaran
blok pada placement susunan tersebut. Oleh karena itu, untuk Pl; dan Pl, yang
mempunyai blok kosong di sel yang sama, Pl, dapat dicapai dari Pl; jika dan
hanya jika Pl, merupakan permutasi genap dari 8 blok bernomor di Pl,. Misalkan
n adalah banyaknya langkah kotak kosong di PI; diukur dari kotak kosong di Pl,
dan karena setiap langkah kotak kosong menyebabkan transposisi dua blok, maka
untuk n ganjil (atau genap), Pl, dapat dicapai dari Pl; jika dan hanya jika PI,
merupakan permutasi ganjil (atau genap) dari 9 blok di Pl;. Hal ini dapat
dijadikan landasan untuk menentukan suatu susunan awal dapat mencapai solusi
atau tidak.

Jika posisi blok kosong pada suatu susunan awal dibandingkan dengan
posisi blok kosong susunan solusi (terletak di pojok kanan bawah) maka akan ada
2 kemungkinan, yaitu posisi blok kosong pada susunan awal sama dengan posisi
blok kosong pada susunan solusi atau posisinya tidak sama dengan posisi blok
kosong pada posisi solusi.

Untuk posisi blok kosong yang terletak sama dengan posisi susunan solusi,
misalkan
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Pl; (Susunan Solusi) Pl, (Susunan Awal)

Gambar 4 Susunan awal 8-puzzle dengan posisi blok kosong sama dengan
posisi blok kosong susunan solusi

Pl,=1,2,3,6,5,4,7,8;
Pl,=1,2,3,5,8,4,7,6.

Cycle dibentuk dari perubahan angka yang terjadi, dapat dilihat bahwa 6
brubah menjadi 5, 5 menjadi 8, 8 menjadi 6, lalu dapat ditulis (6,5,8). Karena
(6,5,8) = (6,5)(6,8), terbentuk dari 2 (genap) transposisi maka susunan tersebut
merupakan permutasi genap dari susunan solusi dan dapat diselesaikan (diubah
menjadi susunan yang seharusnya dari 8-puzzle). Jika cycle yang dibentuk dari
perubahan angka pada placement terdapat lebih dari satu cycle maka tinggal
ditambahkan saja banyaknya transposisinya dan dilihat ganjil atau genapnya.

Untuk posisi blok kosong yang terletak sejauh n blok dari posisi blok
kosong susunan solusi, misalkan

1 2 3 1 2 E]

4 ] b g ]

7 8 4 7 b
Pl; (Susunan Solusi) Pl, (Susunan Awal)

Gambar 5 Susunan awal 8-puzzle dengan posisi blok kosong berjarak n blok
dari posisi blok kosong susunan solusi

Pl;=1,2,3,6,5,4,7,8,0;
pPl,=1,2,3,5,8,0,4,7,6.

Karena n = 3 (ganjil) maka Pl, harus merupakan permutasi ganjil dari Pl,.
Cycle yang terbentuk adalah (6,5,8,7,4,0) = (6,5)(6,8)(6,7)(6,4)(6,0). Dapat dilihat
bahwa terjadi 5 (ganjil) transposisi sehingga Pl, dapat mencapai solusi Pl .

Selain cara tersebut ada cara lain untuk menentukan bisa tidaknya suatu
susunan awal memiliki solusi atau tidak yaitu dengan menghitung banyaknya
inversi yang terjadi karena genap ganjilnya suatu permutasi dapat ditentukan dari
banyaknya inversi yang terjadi. Suatu permutasi o dalam S,,, misalnya ¢ =
J1,J2, -, Jn. O disebut sebagai permutasi genap jika banyaknya inversi dalam o
adalah genap dan o disebut permutasi ganjil jika banyaknya inversi dalam o
adalah ganjil. Inversi dalam o adalah sepasang bilangan bulat (i, k) sedemikian
rupa sehingga i > k, tetapi i mendahului nilai k dalam o (Lipschutz 1991). Dapat
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dibuat suatu formulasi untuk menentukan suatu susunan awal dapat mencapai
susunan solusi atau tidak berdasarkan inversi yang terjadi pada suatu susunan
awal. Pertama definisikan x(i) adalah nilai (angka) yang tertera pada blok ke-i, i =
1,2,3,...,9 seperti pada Gambar 6 berikut:

x(1) x(2) x(3)

x(4) | x(5) | x(6)

x(7) | x(8) | x(9)

Gambar 6 Susunan awal 8-puzzle

Pada Gambar 6 x(i) bernilai 1 sampai 8 dan untuk blok kosong bernilai 15.
Laluuntukj=1,2,3,.,9dank =1, 2, 3,.., 9, didefinisikan

w10~ 1 <=
maka total inversi yang terjadi dapat ditulis
t=Y71 Xp1w(, k) LV <k
lalu genap ganjilnya total inversi di atas dapat ditulis

t2 =t mod 2.

Jika t2 = 1 maka artinya banyaknya inversi yang terjadi adalah sebanyak ganjil
inversi dan jika t2 = 0 artinya terjadi sebanyak genap inversi.

Pada cara sebelumnya telah diketahui bahwa ada dua kondisi posisi blok
kosong yaitu sama dengan posisi blok kosong susunan solusi dan yang tidak sama
dengan susunan solusi, untuk i = 1, 2, 3,.., 9 didefinisikan

N _ {(i + 1)mod 2, jika x(i) = 15
v(D) = 0 , selainnya.

Jika blok kosong (blok bernilai 15) berada pada blok ke-i dan i ganjil maka v(i) =
0, sedangkan jika i genap maka v (i) = 1. Untuk mengetahui genap ganjilnya jarak
posisi blok kosong pada suatu susunan dari posisi blok kosong susunan solusi
didefinisikan

v2 =Y, v(D).

Jika v2 = 1 maka artinya adalah jarak blok kosong pada susunan awal dengan
blok kosong pada susunan solusi yaitu sebanyak ganjil langkah, sedangkan jika
v2 = 0 jaraknya sebanyak genap langkah (dalam hal ini jika posisi blok kosong
sama dengan blok kosong susunan solusi dianggap berjarak genap).



Langkah terakhir adalah membandingkan nilai t2 dengan v2, didefinisikan

{1, jika t2 = v2
d= .
0, selainnya.

Jika d = 1 maka susunan awal dapat mencapai susunan solusi dan jika d = 0
susunan awal tersebut tidak dapat mencapai susunan solusi atau tidak dapat
diselesaikan.

Model Penyelesaian Solusi

Berdasarkan analisis yang telah dilakukan, maka dapat dibuat formulasi
masalah tersebut ke dalam bentuk integer linear programming. Bentuk formulasi
permasalahan tersebut yaitu:

Indeks

h =indeks yang menyatakan susunan.

m = indeks yang menyatakan banyaknya langkah terpendek dari susunan
tersulit (susunan yang memerlukan jumlah maksimum bergerak dalam
minimum urutan solusi [Brungger et al.1999]) untuk mencapai susunan
solusi.

Himpunan
I =himpunan blok (1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9).
H = himpunan susunan (1, 2, 3,..., m+1).

Variabel keputusan

x; » = nilai (angka) yang tertera di blok ke-i pada susunan ke-h.

Untuk h > 2, didefinisikan

y1, = {1, jika x4 ditukar dengan x, ,,_; pada susunan ke-h
0, selainnya

Y2, = {1, jika x; ,_, ditukar dengan x3 ,_; pada susunan ke-h
0, selainnya

Y3, = {1, jika x4, ditukar dengan x5 ,_; pada susunan ke-h
0, selainnya

4, = {1, jika x5, ditukar dengan x4 ,_; pada susunan ke-h
0, selainnya

Y5, = {1, jika x; p_; ditukar dengan xg ,_; pada susunan ke-h
0, selainnya

Y6, = {1, jika xgp_q ditukar dengan xg,_; pada susunan ke-h
0, selainnya

y7, = {1, jika x; p_, ditukar dengan x, ,_; pada susunan ke-h
0, selainnya
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1, jika x,p_; ditukar dengan x5 ,_; pada susunan ke-h
0, selainnya
1, jika x3j,_; ditukar dengan xg4 ;4 pada susunan ke-h

<

[oe]

=~

I
| A ——

Yon = 0, selainnya

10, = {1, jika x4 p_q ditukar dengan x; ,_; pada susunan ke-h
0, selainnya

yi1, = {1, Jjika xsp_q ditukar dengan xg ,_; pada susunan ke-h
0, selainnya

y12, = {1, jika xgp_q ditukar dengan xg ,_; pada susunan ke-h
0, selainnya

Variabel-variabel di atas jika dilustrasikan pada papan 8-puzzle adalah
seperti berikut:

yl vz
x1 - s X2« s X3
¥ vE VES
y3 ' "
x4 X5 X6
y10 | (y1l1 ’
X7 X8 X9
¥5 v6

Gambar 7 llustrasi variabel-variabel keputusan
pada bidang 8-puzzle
Formulasi Model 1

Fungsi Objektif Model 1

Meminimumkan jumlah perkalian antara nilai blok dengan konstanta yang
telah ditentukan untuk baris pertama 8-puzzle pada susunan terakhir (karena
m = 31 [Gasser 1995] maka susunan terakhir adalah ketika h = 32).

minz = 3x1‘32 + 2x2‘32 + X3‘32

Kendala-Kendala Model 1
1. Kendala yang menunjukkan pertukaran blok.

Xip = Xpp-1 — (1 —ylp) * M
Xip < Xpp-1 (A1 —ylp)* M
Xop = Xp-1 — (1 —ylp) * M
Xon < Xp-1 (A —ylp) * M
Xop = X3p-1 — (L —y2p) * M
Xopn < X3pq + (1 —y2,) M
Xzp = Xpp-1— (1 —y2,)* M
X3p < Xppoq + (1 —y2,) * M



Xgp = Xsp-1 — (1 —y3p)* M
Xop < Xspoq1 + (1 —y3p) M
Xsp = Xgp-1— (1—y3p)* M
Xsp < Xgp-1+ (1 —y3p)*M
Xsp = Xep-1— (1 —y4p) * M
Xsp < Xgp—1 + (1 —y4p) * M
Xop = Xsp-1 — (L —y4p) * M
Xop < Xsp1 + (1 —y4p) * M
X7p = Xgp-1— (1 —y5,) * M
X7pn < Xgp-1+ (1 —y5,)* M
Xgn = X7p-1 — (L —y5,) * M
Xgn < X7p-1 + (1 —y5,) * M
Xgn = Xop—1 — (1 —y6y) x M
Xgn < Xop-1 + (1 —y6;) * M
Xop = Xgp—1 — (1 —y6y) x M
Xop < Xgp-1+ (1 —y6p) * M
Xpp = Xgp-1— (A —y7,) xM
Xih < Xgp1 + (1 —y7)* M
Xgp = Xpp—1— (A —y7,) xM
Xap < Xp-1 + (A =y7p)* M
Xopn = Xsp1 — (1 —y8y) * M
Xop < Xspq + (1 —y8y) * M
Xsp = Xpp-1 — (1 —y8y) * M
Xsp < Xpp—1 + (1 —y8y) * M
X3p = Xgp-1— (1 —y9) * M
X3p < Xgp-1 + (1 —y9) * M
Xop = X3p-1 — (1 —y9) * M
Xop < X3p1 + (1 —y9) * M
Xgp = X7p—1 — (1 —y10,) * M

Xap < X7p-1 + (1 —y10,) * M
X7p = Xap—1 — (1 —y10,) * M
X7pn < Xgp-1+ (1 —y10,) * M
Xsp = Xgp—1 — (1 —y11,) * M
Xsp < Xgp-1 + (1 —y11) * M
Xgp = Xsp—1 — (1 —y11,) * M
Xgp < Xsp—1 + (1 —y1ly) * M
Xepn = Xop-1 — (1 —y12,) * M
Xop < Xop-1 + (1 —y12,) x M

Xop = Xep—1 — (1 —y12,) * M
Xop < Xep-1 + (1 —y12,) x M
Xyp = Xpp—1— Y1y +¥7,) * M
Xip < X1+ Y1p +¥75) * M
Xoh = Xop—1— Y1p +¥2, +y8,) x M
Xop < Xpp-1 + Y1y +y2, +y8,) x M
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Xgp = Xzp—1— (Y2 +¥9%) * M
X3p < X3p-1+ (Y2p +y9,) * M
Xap = Xap—1— ¥3p +¥7p +y10,) * M
Xap < Xgp-1+ Y3p +y7, +y10,) * M
Xsh = Xspo1 — (¥3p + ¥4y +y8, +y11,) * M
Xsp < Xspo1+ (Y3n +y4n +y8, +y11,) * M
X = Xop-1— (V4n + ¥ + y12,) * M
Xop < Xen-1+ (Y4n +y9, +y12,) * M
X7p = X7p—1— (Y5, +y10,) * M
X7p < X7p-1 + (Y5, +y10,) * M
Xgn = Xgnh-1 — (¥5p + y6, +y11,) * M
Xgn < Xgn-1 + (5, + y6, + y11,) * M
Xop = Xop-1 — (Y6, +y12,) * M
Xop < Xop_1 + (¥6, +y12,) * M

Vh € H dengan h > 2. M = bilangan yang cukup besar nilainya.

2. Dalam 1 langkah perubahan suatu susunan ke susunan berikutnya hanya
ada 1 pertukaran blok.

ylp +y2, +y3, + y4n + ¥5, + y6, +¥7, +

Vh € H dengan h > 2.
3. Blok yang bisa ditukar hanya blok yang bernilai 15.

16 % y1p < Xy p-1 + X201
16 *y2y S x3p-1 + X351
16 * y3 < x4p-1 + X5p-1
16 * y4p < X5p-1 + Xgp-1
16 * y5, < X7p-1 + Xgp_q
16 * y6p, < xgp—1 + Xon-1
16 xy7p < Xy p_1 + Xap-1
16 *y8, < x3p-1 + X5p-1
16 *y9y S x3p-1 + Xgp-1
16 xy10p < x4p-1 + X7 p-1
16 xy11ly < x5p-1 + Xgp—1
16 x y12, < xgp_1+ Xgp_1

Vh € H dengan h > 2.
4. Tidak ada langkah pertukaran kosong di antara langkah-langkah yang

diambil, misal y;, = 1 dan y;, = 1 maka y, 3 untuk suatu k tertentu
harus bernilai 1 juga.
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ylh + y2h + y3h + y4h + y5h + y6h + y7h + y8h + ygh + y10h +
yl11l, +y12, <
Y11 +Y2p_1+Y3p1+ Y41+ Y5u-1 + Y61 + Y7 h_q +
Y8p-1+ Y91 +¥10p_1 +y11yp_ 1 +y12p4

Vh € H dengan h > 3.

5. Tidak ada langkah pertukaran yang sama seperti pertukaran sebelumnya,
misal jika y1 = 1 untuk suatu h maka y1 =0 untuk h + 1.

ylp=1-ylp
Y2p = 1=y2p4
y3p <1—=y3p4
y4n =1 —=y4p1
Y5, <1 —=¥5,1
y6p <1 —y6p1
Yin<1=y7p1
y8p < 1—y8,4
YIh=1=y%-
leh <1- leh_l
y1l, <1-y11,_4
y12, <1—-y12,_4

Vh € H dengan h > 2.
6. Rentang nilai z dapat diketahui secara manual, yaitu

10<z<68

7. Kendala biner
yk, € {0,1}, k=1,2,3,...,12; Vh € Hdengan h > 2

Formulasi Model 2

Karena dengan formulasi tahap ke-1 telah didapat solusi untuk baris pertama
dari 8-puzzle, sekarang dengan menggunakan model yang sama tetapi dengan
mengubah fungsi objektifnya dan memodifikasi kendala-kendalanya sehingga
sesuai untuk puzzle 2 x 3 sisanya (blok 4 sampai 9).

Fungsi Objektif Model 2

Memaksimumkan jumlah perkalian antara nilai kotak dengan konstanta
yang telah ditentukan untuk setiap kotak pada puzzle 2 x 3 pada susunan terakhir
(karena m = 21 [Lampiran 6] maka susunan terakhir adalah ketika h = 22).

maxz = X4’22 + 2x5,22 + 3x6’22 + 4‘X7'22 + 5x8'22 + 6x9‘22

Karena baris pertama 8-puzzle telah berada pada posisi solusi, kendala yang
dipakai adalah sama seperti formulasi Model 1 tetapi dengan menghilangkan
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beberapa variabel yang berkaitan dengan baris pertama 8-puzzle seperti yang
terlihat pada Gambar 8 berikut:

x4‘:’ X3 «':’xﬁ

XI o= 8 «— 9 xI — ¥ <1 x9

Gambar 8 Penghilangan beberapa variabel pada Model 1

Kendala-Kendala Model 2
1. Kendala yang menunjukkan pertukaran kotak.

Xap = Xsp1 — (L —y3p) * M
Xon < Xspq1 + (1 —y3p)*M
Xsp = Xgp-1— (L —y3p) * M
Xsp < Xgp-1+ (1 —y3p)*M
Xsp = Xen-1 — (1 —y4p) * M
Xsp < Xgp-1 + (1 —y4p) * M
Xop = Xsp1 — (1 —y4p) * M
Xop < Xsp1 + (1 —y4p) * M
X7p = Xgh—1 — (1 —y5,) * M
X7p < Xgp1 + (1 —y5,) * M
Xgp = X7p-1 — (L —y5,) * M
Xgpn < X7p-1+ (1 —y5,) * M
Xgn = Xop—1 — (1 —y6p) * M

Xgpn < Xop-1 + (1 —y6p) * M
Xop = Xgp—1 — (1 —y6p) * M
Xop < Xgp-1 + (1 —y6) * M
Xgp = X7p-1 — (1 —y10,) x M
Xop < X7p-1 + (1 —y10,) * M
X7p = Xgp-1 — (1 —y10,) x M
X7p < Xgp-1 + (1 —y10,) * M
Xsp = Xgho1 — (1 —y1l,) =M
Xsp < Xgpo1 + (1 —y1l,) «M
Xgp = Xsp—1 — (1 —y11,) * M
Xgn < Xsp—1 + (1 —y11y) * M
Xopn = Xop—1 — (1 —y12,) * M
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Xop < Xop—1 + (1 —y12,) * M
Xop = Xep-1— (1 —y12,) * M
Xop < Xep-1 + (1 —y12,) * M
Xap = Xgp-1 — (¥3p +y10,) x M
Xap < Xap—1+ (¥3p +y10,) x M
Xsp = Xsp-1 — (¥3p + y4n +y11,) * M
Xsp < Xsp—1+ (¥3p + ¥4y + y11,) * M
Xeop = Xen-1 — (Y4n +y12,) * M
Xep < Xgp—1+ (V4n +y12;,) * M
X7p = X7p-1 — (¥5p + y10,) * M
X7 < X7p-1 + (Y55 + y10,) * M
Xgn = Xgnh-1 — (¥5p + y6, +y11,) * M
Xgh < Xgp—1 T (Y5, +y6, + y11,) * M
Xop = Xop_1 — (Y6, +y12) * M
Xop < Xop-1 + (¥6, +y12,) * M

Vh € H dengan h > 2. M = bilangan yang cukup besar nilainya.

2. Dalam 1 langkah perubahan suatu susunan ke susunan berikutnya hanya
ada 1 pertukaran blok .

Vh € H dengan h > 2.
3. Blok yang bisa ditukar hanya blok yang bernilai 15.

16 *y3p < X4p-1 + X5p-1
16 * y4p < X5p-1 + Xgp-1
16 * y5, < X7 -1 + Xgn_1
16 * y6, < xgp—1 + Xopn-1
16 xy10p < x4p-1 + X7 p-1
16 xy11ly < x5p-1 +Xgp—1
16 xy12, < xgp_1 + Xgp_1

Vh € H dengan h > 2.

4. Tidak ada langkah pertukaran kosong di antara langkah-langkah yang
terjadi pertukaran, misal y;, = 1 dan y;, = 1 maka y; 3 harus bernilai 1

juga.

Y3h-1+ Y41+ Y5n-1 + Y651 + y10p_4 + y11;_1 + y12,_4

Vh € H dengan h > 3.
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5. Tidak ada langkah pertukaran yang sama seperti pertukaran sebelumnya,
misal jika y1 = 1 untuk suatu h maka y1 =0 untuk h + 1.

Y3ph <1—-y3p4
V<1 —y4y_4
Y5, <1 —y5,4
Yo <1 —y6,_4
y10, <1-y10,_4
yll, <1-y11,_4
y12, <1-y12,_4

Vh € H dengan h > 2.
6. Rentang z dapat diketahui secara manual.
125 <z <£190.
7. Kendala biner

vk, €{0,1}, k=3,4,5, 6,10, 11, 12; Vh € H dengan h > 2.

APLIKASI MODEL

Untuk aplikasi model yang telah diformulasikan ini akan diterapakan
langsung ke salah satu susunan awal yang merupakan susunan terjauh (posisi
tersulit) dari 8-puzzle yaitu:

ST 7 6
71
>[5 | 3

Gambar 9 Salah satu susunan tersulit 8-puzzle

Gambar 9 di atas merupakan salah satu susunan tersulit (terjauh) yang
tentunya dapat mencapai susunan solusi, maka sebenarnya tidak perlu lagi
diperiksa susunan ini bisa mencapai susunan solusi atau tidak, tetapi untuk
meyakinkan dan memperjelas bahwa susunan ini memiliki solusi maka akan
dilakukan pemeriksaan pada susunan ini.

Seperti cara yang sudah dijelaskan dengan sel-sel diurutkan seperti jalur ular
maka placement solusi adalah 1,2,3,6,5,4,7,8,0 dan susunan tersebut memiliki
placement 8,7,6,1,4,0,2,5,3, maka cycle yang dihasilkan adalah (1,8,5,4,0,3,6)(2,7)
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dan karena (1,8,5,4,0,3,6)(2,7) = (1,8)(1,5)(1,4)(1,0)(1,3)(1,6)(2,7) merupakan
hasil transposisi sebanyak 7 (ganjil) maka susunan tersebut adalah permutasi
ganjil. Susunan tersebut memiliki n = 3 (ganjil) dan karena permutasi ganjil maka
susunan solusi dapat dicapai oleh susunan tersebut.

Cara lain menentukan bisa tidaknya susunan solusi dicapai adalah dengan
menggunakan formulasi model yang telah dibuat (yang berhubungan dengan
banyaknya inversi yang terjadi) dan dapat diselesaikan dengan bantuan software
LINGO 11.0 dengan mengisi x(1) = 8, x(2) = 7, x(3) = 6, x(4) = 15, x(5) = 4,
x(6) = 1, x(7) = 2, x(8) =5, x(9) = 3, maka didapatkan hasil d = 1 yang artinya
susunan awal dapat mencapai susunan solusi.

Langkah selanjutnya adalah memasukkan nilai-nilai tersebut ke formulasi
model 1 yaitux;; =8,x,1 =7,%31=6,x41=15x5,=4,x1 =1, x;1 =2, xg1
= 5,x91 = 3 dengan M = 100. Setelah menggunakan bantuan software LINGO
11.0 maka telah didapat solusinya yaitu berupa pemilihan pertukaran blok kosong
(vi r Yang bernilai 1) di setiap langkah h yang dapat dilihat pada Tabel 1.



Tabel 1 Solusi Model 1 untuk susunan awal 8-puzzle pada Gambar 9

H y yang bernilai 1 Pertukaran blok yang terjadi
! - -

2 y3 x4, dengan xs 4
3 Bz x5 dengan xg ,
4 y12 Xg 3 dengan xq 3
5 y6 xg 4 dENgan xg 4
6 y5 X7 5 dengan xg s
7 y10 X4,6 dengan x; ¢
8 y3 X4,7 dengan xs ;
9 v4 x5, dengan xg g
10 y12 Xg9 dengan xq 9
e y6 Xg 10 dengan xg 19
12 y11 X511 dengan xg 14
13 y8 X212 dengan xs 1,
14 vl X1 13 dengan x; ;3
15 y7 X1,14 dENQAN X4 14
16 y3 X415 dengan xs ;5
17 y11 X516 deNgan xg 14
18 y6 xg 17 dengan xg 17
19 y12 Xg1g dengan xg 15
20 v9 X319 deNgan xg 19
21 y2 X220 dengan x; 5o
22 y8 X721 dengan xs 5,
23 y11 Xs 22 dengan xg »,
24 y6 Xg 23 dengan xg 53
25 y12 X623 dengan xg 53
26 y9 X324 dengan xg o4
27 y2 X7 25 dengan x; 55
28 y8 X226 deNgan xs 56
29 v4 X5 7 dengan xg 57
30 - -

31 - -

32 - -

Dengan demikian diperoleh susunan baru dengan baris pertama 8-puzzle
seperti pada Gambar 10.

1 2 3
7 8
4 5 6

Gambar 10 Susunan 8-puzzle hasil solusi Model 1

Langkah selanjutnya adalah memasukkan nilai-nilai tersebut ke formulasi
Model 2 yaitu x47 = 7,%57= 8,x¢1 = 15, x;1 = 4, xg; = 5, x91 = 6 dengan
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M = 100. Setelah menggunakan bantuan software LINGO 11.0 maka telah didapat
solusinya yang dapat dilihat pada Tabel 2.

Tabel 2 Solusi Model 2 untuk susunan 8-puzzle pada Gambar 10

H y yang bernilai 1 Pertukaran blok yang terjadi
1 - -

2 v4 x5, dengan xg 4
3 y3 x4, dengan xs ,
4 y10 x4,3 dengan x; 3
5 y5 x7 4 dengan xg 4
6 yl1 xs5 dengan xg s
7 y4 X5 dengan xg ¢
8 y12 Xg 7 dengan xg ;
9 y6 xgg dengan xg g
10 y5 X7 dengan xg g
11 y10 X410 dengan x; 1o
12 y3 X411 dengan xs ;4
13 yl1 X512 dengan xg 1,
14 y6 xg 13 dengan xg 13
15 y12 Xg 14 dENQAN Xg 14
16 y4 X515 dengan x4 15
17 y3 X416 dENgAN x5 16
18 y10 X417 dengan x; ;7
19 y5 X71g dengan xg ;g
20 y11 X519 dengan xg 19
21 y4 X520 dengan x4 5o
22 y12 Xe21 dengan xg 5

Susunan solusinya telah dapat dicapai seperti pada Gambar 11.

] 2 3
4 5 6
7 8

Gambar 11 Susunan solusi yang didapat dari susunan 8-puzzle pada
Gambar 9 melalui Model 1 dan Model 2



SIMPULAN DAN SARAN

Simpulan

Permainan 8-puzzle dapat diselesaikan dengan formulasi integer linear
programming (ILP) yang bertujuan untuk mencapai susunan solusi. Telah dapat
ditentukan suatu susunan awal dapat mencapai susunan solusi atau tidak dengan
melihat ganjil genapnya permutasi suatu susunan awal. Jika susunan awal
memiliki posisi blok kosong di pojok kanan bawah (sama dengan posisi blok
kosong solusi) dan itu merupakan permutasi genap dari 8 blok (1 sampai 8) di
susunan solusi maka susunan awal tersebut memiliki solusi. Sedangkan agar
susunan awal memiliki solusi untuk kondisi posisi blok kosong berjarak n langkah
dari pojok kanan bawah mensyaratkan n genap dan susunan tersebut merupakan
permutasi genap dari 9 blok (1 sampai 8 dan blok kosong) susunan solusi atau n
ganjil dan susunan tersebut merupakan permutasi ganjil dari 9 blok dari susunan
solusi. Cara lain untuk memeriksa ada tidaknya solusi suatu susunan awal adalah
dengan melihat inversi dari 9 blok yang terjadi pada susunan awal, dengan
menghitung t2 (genap ganjilnya total inversi yang terjadi pada suatu susunan
awal) dan membandingkannya dengan v2 (genap ganjilnya n) pada model
sederhana yang telah dibuat. Susunan awal dapat mencapai susunan solusi jika
dan hanya jika t2 dan v2 bernilai sama. Model tersebut selanjutnya diterapkan
dalam software LINGO 11.0 untuk mendapatkan solusinya.

Pada langkah berikutnya, diformulasikan Model 1 dan Model 2 yang
digunakan untuk menentukan langkah-langkah pertukaran blok kosong dengan
salah satu blok terdekatnya yang dapat mengubah suatu susunan awal sehingga
pada akhirnya dapat mencapai susunan solusi dari 8-puzzle. Kedua model ini
selanjutnya diterapkan pada software LINGO 11.0 yang kemudian didapat solusi
optimalnya.

Saran

Karya ilmiah ini telah membahas mengenai cara memodelkan 8-puzzle
dengan integer linear programming untuk mencari solusi dari suatu susunan awal
dengan terlebih dahulu memeriksa susunan awal tersebut memiliki solusi atau
tidak sehingga ruang lingkupnya masih sangat umum, sehingga masih banyak hal
lain yang bisa diperdalam lagi seperti salah satunya adalah mencari solusi langkah
terpendek sehingga suatu susunan awal dapat mencapai solusi.
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Lampiran 1 Formulasi dan solusi model untuk memeriksa bisa tidaknya suatu
susunan awal (pada Gambar 9) mencapai susunan solusi 8-puzzle
pada LINGO 11.0

model:
sets:

jo/1..9/:x,v;
link(jo,jo) :w;

endsets

!susunan awal 8-puzzle;

x(1)=8;%x(2)=7;x(3)=06;

x(4)=15;x(5)=4;x(06)=1;

x(7)=2;%x(8)=5;%(9)=3;

'untuk setiap j,k w bernilai 1 jika x(k)<x(3j):
@for (link(j, k) :w(j,k)=Qif (x(k)#1t#x(3),1,0));
'menghitung total inversi;
t=@sum(link (3, k) |J#lt#k:w(F, k));

'menentukan posisi blok kosong;
@for(jo(i):v(i)=Q@if (x(1i)#eg#l5,@mod(i+1,2),0));
'menentukan ganjil genapnya jarak blok kosong;
v2=@sum(jo (i) :v(i));

'menentukan ganjil genapnya total inversi;
t2=Qmod (t, 2) ;

'menentukan ada tidaknya solusi pada susunan awal;
d=@Qif (t2#eqg#v2,1,0);

end
LINGO 11.0 Solver Status [LINGO1] E2
Solver Status “Wariables
todel Clags: L. Totak 0
Morlirear: u}
State: Fea=ible Integers: o
e L Constraints
Infeasibility: ctsl o
Monlinear: u]
Iterations: 1]
Maonzeros
Extended Solver Status Total: 0
Monlinear: u]
Salver Type
Best Obj: R Generator Memom Used (K]
Obj Bound: 22
Steps: Elapzed Runtime [hh:mnn:ss)
Auctive: . 000001
Update Interval: |2 Cloze
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Feasible solution found.
Total solver iterations: 0

Variable Value
27.00000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000

H <
NN A

AAAAAAAAAAAAAAAAAA

~

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

~

~

WWWWNNONNNONNNNMNNNRRRPRRPRPRPRPRPRPRP]Iddd DX XXMM XNYXNXNX

cocoocoorHrkEkrFRFrFRPRRPRPORPRPOORFREPEPEPPORPRPRPOOOODOORHRROOODWOUINERE MU OYYTI OO RFE R

N WNDE OO Jd0 0 WNE OWO-JIO U WNEOWOO IO b WNE OO Jo)Or W

S EE=zs=ZEzZ=ZszZE=Z=z==Z2==z==2===



~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

~

~

Sz =33z
00 00 W WOWOWOW-=-TIJJJJJJJAOAAHAAONOO OO U U UTUTUTUTUTUT U DD DD DD WWwWwww
~

W JO U™ WNRFRFWW-TOHU D WNRERWW-JIU D WNERE WO WNE WOWOW-J0 0 & WK EF ©OOoo-do o
O HFPPRPOO0OO0OO0O0OO0OO0OFH OO0 DODO0OOOOOHOFHPFOOOOORKRERERERLRORRLRREPRELRERERER

.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000



~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

~

S E=2===3=3 3 =
© O VY VWYY ®
© 010U WN W
OO PrOoOOO OO

~

25

.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000
.000000



26

Lampiran 2 Formulasi dan solusi Model 1 untuk suatu susunan awal (pada
Gambar 9) menggunakan LINGO 11.0

model:

sets:
posisi/1..32/:x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,%x8,x9,
vi,v2,y3,vy4,y5,v6,¥7,v8,

v9,vy10,y11l,vy12;
endsets

!susunan awal;
x1(1)=8;%x2(1)=7;x3(1)=6;
x4 (1)=15;x5(1)=4;x06(1)=1;
x7(1)=2;%x8(1)=5;x9(1)=3
!fungsi objektif;

min=z;

z=@sum (posisi (h) |h#eg#@size (hari) :3*x1 (h)+2*x2 (h) +x3 (h)

@bnd (10,z,68); 'rentang nilai z;
'kendala yang menggambarkan pertukaran blok;

@for (posisi (h) |h#ge#2:x1 (h)>=x2 (h-1) - (1-yl (h))*100) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:x1 (h)<=x2 (h-1)+ (1-y1 (h))*100) ;
@for(posisi(h)|h#ge#2:x2(h)>—x1(h—l)—(1—yl(h))*lOO),
@for (posisi (h) |h#ge#2:x2 (h)<=x1 (h-1)+ (1-y1 (h))*100) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:x2 (h)>=x3 (h-1) - (1-y2 (h)) *100) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:x2 (h)<=x3 (h-1)+ (1-y2 (h)) *100) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:x3 (h)>=x2 (h-1) - (1-y2 (h)) *100) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:x3 (h)<=x2 (h-1)+ (1-y2 (h)) *100) ;
@for (posisi(h) |h#ge#2:x4 (h)>=x5(h-1)-(1-y3(h))*100);
@for (posisi (h) |h#ge#2:x4 (h)<=x5(h-1)+ (1-y3 (h))*100) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:x5 (h)>=x4 (h-1) - (1-y3 (h)) *100) ;
@for (posisi(h) |h#ge#2:x5(h)<=x4 (h-1)+ (1-y3(h))*100);
@for (posisi(h) |h#ge#2:x5(h)>=x6(h-1)-(1-y4 (h))*100);
@for (posisi(h) |h#ge#2:x5(h)<=x6(h-1)+(1-y4 (h))*100);
@for (posisi(h) |h#ge#2:x6 (h)>=x5(h-1)-(1-y4(h))*100);
@for (posisi(h) |h#ge#2:x6 (h)<=x5(h-1)+(1-y4 (h))*100);
@for (posisi (h) |h#ge#2:x7 (h)>=x8 (h-1)-(1-y5(h))*100);
@for (posisi (h) |h#ge#2:x7 (h)<=x8 (h-1)+(1-y5(h))*100);
@for (posisi(h) |h#ge#2:x8 (h)>=x7 (h-1)-(1-y5(h))*100) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:x8 (h)<=x7 (h-1)+(1-y5(h))*100);
Gfor (posisi (h) |h#ge#2:x8 (h)>=x9 (h—-1) - (1-y6 (h)) *100) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:x8 (h)<=x9 (h-1)+ (1-y6 (h)) *100) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:x9 (h)>=x8 (h-1)-(1-y6(h))*100);
@for (posisi (h) |h#ge#2:x9 (h)<=x8 (h-1)+ (1-y6 (h)) *100) ;
@for (posisi(h) |h#ge#2:x1 (h)>=x4 (h-1)-(1-y7(h))*100);
@for (posisi (h) |h#ge#2:x1 (h)<=x4 (h-1)+(1-y7(h))*100);
@for (posisi(h) |h#ge#2:x4 (h)>=x1(h-1)-(1-y7(h))*100);
@for (posisi(h) |h#ge#2:x4 (h)<=x1(h-1)+ (1-y7(h))*100);
@for (posisi(h) |h#ge#2:x2 (h)>=x5(h-1)-(1-y8(h))*100);
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h) |h#ge#2
)) *100) ;

h) |h#ge#2

h) |h#ge#2

|h#ge#2:
|h#ge#2:
|h#ge#2:
|h#ge#2:
|h#ge#2:
|h#ge#2:
|h#ge#2:
|h#ge#2:
|h#ge#2:
|h#ge#2:
|h#ge#2:
|h#ge#2:
|hi#fge#2:
|h#ge#2:
|h#ge#2:
|hi#fge#2:
|h#ge#2:
|h#ge#2:
|hi#fge#2:

x2 (h)<=x5(h-1)+
x5 (h)>=x2 (h-1) -
x5 (h)<=x2 (h-1)+
x3 (h) >=x6 (h-1) -
x3(h)<=x6(h-1)+
X6 (h) >=x3 (h-1) -
x6 (h)<=x3(h-1)+
x4 (h) >=x7 (h-1) -
x4 (h) <=x7 (h-1) +
x7 (h)>=x4 (h-1) -
X7 (h)<=x4 (h-1) +
x5 (h) >=x8 (h-1) -
x5 (h)<=x8 (h-1) +
x8 (h) >=x5 (h-1) -
x8 (h) <=x5(h-1)+
x6 (h) >=x9 (h-1) -
x6(h)<=x9 (h-1)+
x9 (h) >=x6 (h-1) -
x9 (h) <=x6 (h-1) +
x1 (h)>=x1 (h-1) -

:x1 (h)<=x1(h-1)+

:x2 (h)>=x2 (h-1) -
:x2 (h)<=x2 (h-1)+
:x3 (h)>=x3 (h-1) -
:x3(h)<=x3(h-1)+
:x4 (h)>=x4 (h-1) -
:x4 (h)<=x4 (h-1)+
:x5(h)>=x5(h-1) -

:x5(h)<=x5(h-1)+

x6 (h) >=x6 (h-1) -

:x6 (h)<=x6(h-1)+

:x7 (h)>=x7(h-1) -

: X7 (h)<=x7(h-1)+

(1-y8(h))*100);
(1-y8(h))*100);
(1-y8(h))*100);
(1-y9(h))*100);
(1-y9(h))*100);
(1-y9(h))*100);
(1-y9(h))*100);
(1-y10(h))*100
(1-y10 (h)) *100
(1-y10(h))*100
(1-y10(h))*100
(1-y11 (h))*100
(1-y11(h))*100
(1-y11 (h))*100
(1-y11 (h))*100
(1-y12(h))*100
(1-y12 (h))*100
(1-y12 (h))*100
(1-y12(h))*100
(vl (h)+y7(h))~*

(yl(h)+y7(h))*

(yl(h)+y2(h)+

(yl(h)+y2(h)+

(y2 (h)+y9(h))*

(y2 (h)+y9(h))*

(y3(h)+y7(h)+

(y3(h)+y7(h)+

(y3(h)+y4 (h)+

(y3(h)+y4 (h)+

(y4 (h)+y9(h)+

(y4 (h)+y9 (h)+

(y10 (h) +y5(h))*

(y10 (h) +y5(h))~*
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@for (posisi(h) |h#ge#2:x8 (h)>=x8 (h-1)-(y5(h)+y6 (h)+
v11(h))*100);

@for (posisi (h) |h#ge#2:x8 (h)<=x8 (h-1)+(y5 (h)+y6 (h) +

y11l (h))*100);

@for (posisi(h) |h#ge#2:x9 (h)>=x9 (h-1)-(y6(h)+yl2(h))*
100) ;

@for (posisi (h) |h#ge#2:x9 (h)<=x9 (h-1)+ (y6(h)+yl2(h))*
100) ;

'hanya blok kosong yang dapat ditukar dengan blok lain;
@for (posisi (h) |h#ge#2:16*yl (h)<=x1 (h- 1)+x2(h 1))

(h ) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:16*y2 (h) <=x2 (h—-1)+x3 (h-1)) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:16%y3 (h)<=x4 (h-1)+x5 (h-1)) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:16*y4 (h)<=x5 (h-1)+x6 (h-1)) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:16%y5 (h)<=x7 (h-1) +x8 (h-1)) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:16%y6 (h)<=x8 (h-1) +x9 (h-1)) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:16*y7 (h)<=x1 (h-1)+x4 (h-1));
@for (posisi (h) |h#ge#2:16%y8 (h)<=x2 (h-1) +x5 (h-1)) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:16%y9 (h)<=x3 (h-1) +x6 (h-1)) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:16*y10 (h) <= x4 (h=1) +x7 (h-1)) ;
@for (posisi (h) |h#ge#2:16%y11 (h)<=x5(h-1)+x8 (h-1));
@for (posisi (h) |h#ge#2:16*y12 (h)<=x6 (h-1)+x9 (h-1));

1

'hanya ada pertukaran setiap langkahnya,

@for (posisi (h) |h#ge#2: (vl (h)+y2 (h)+y3(h)+y4 (h)+y5 (h)+
v6 (h) +y7 (h) +y8 (h) +y9 (h) +y10 (h) +y11 (h) +y12 (h) ) <=1) ;
!langkah yang diambil harus bersambung;

@for (posisi (h) |h#ge#3: (vl (h)+y2 (h)+y3(h)+y4 (h)+y5 (h)+
v6 (h) +y7 (h) +y8 (h) +y9 (h) +y10 (h) +y11 (h) +y12 (h) ) <=
(yl(h-1)+y2(h-1)+y3(h-1)+y4 (h-1)+y5(h-1)+y6 (h-1)+

v7 (h-1)+y8 (h-1)+y9(h-1)+y10 (h-1)+yl1l (h-1)+y12(h-1)));
'tidak ada y yang dipilih 2 kali berturut-turut;

@for (posisi (h) |h#ge#3:yl (h)<=1-yl(h-1));

@for (posisi |h#ge#3:y2

( (h) (h) ( ))
@for (posisi (h) |h#ge#3:y3 (h)<=1-y3(h-1));
@for (posisi (h) |h#ge#3:y4 (h)<=1-y4 (h-1));
@for (posisi (h) |h#tge#3:y5 (h)<=1-y5(h-1));
@for (posisi (h) |h#ge#3:y6 (h)<=1-y6(h-1));
@for (posisi (h) |h#ge#3:y7 (h)<=1-y7 (h-1));
@for (posisi (h) |h#ge#3:y8 (h)<=1-y8(h-1));
@for (posisi (h) |h#ge#3:y9 (h)<=1-y9 (h-1));
@for (posisi (h) |h#ge#3:y10 (h)<=1-y10 (h-1));
@for (posisi (h) |h#ge#3:y1ll (h)<=1-y11l (h-1));
@for (posisi (h) |h#ge#3:y12 (h)<=1-y12 (h-1));
'y biner dan x berpa nilai integer;

@for (posisi(h) |h#ge#2:0@bin(y1l(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@bin(y2(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:0@bin(y3(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:@bin(y4 (h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@bin(y5(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:0@bin(y6(h)));
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@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@bin(y7(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@bin(y8(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@bin(y9(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@bin(y10(h)));
@for (posisi(h) |h#ge#2:Q@bin(y11(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@bin(y12 (h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin(x1(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin(x2(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin(x3(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin (x4 (h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin(x5(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin(x6(h)));
@for (posisi(h) |h#ge#2:Q@gin(x7 (h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin(x8(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin(x9(h)));
end
[ LINGO 11.0 Saolver Status [barupuzzle3x3gagal] @1
Solver Status Yariables
Mods! Class: ILP Tatal B6d
Haonlinear: 1}
State: Global Opt Integers: 651
Objective: 10 Constaints
Infeasibility: i Total 2841
Haonlinear: 1}
|berations: 2337021
Monzeros
Extended Solver Status TDtali 9911
Salver Type B—and-E Nonlinear: 0
Best Oby 10 Generator Memony Uzed (K]
Ohbj Bound: 10 126
Steps: 1zdle Elapzed Runtime [hh:mm;:zz]
Autive: s 00:55:26
Update Interval: ,2— | Close |

Global optimal solution found.

Objective value: 10.00000
Objective bound: 10.00000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: 48416
Total solver iterations: 2337021
Variable Value Reduced Cost

Z 10.00000 0.000000
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LLampiran 3 llustrasi perubahan susunan berdasarkan solusi Model 1

8| 7] 6 8| 7| 6 8| 7] 6 8| 7
2 3 5| 3 5| 3 5
¥ v w1z
B8 7|6 8| 7| 6 8 7| 6 8| 7
1 ut
2 4 1 2 4 1 2
vE ¥5 y10 ¥3
8 7|6 8| 7|6 87| 6 8| 7
5 1] 3
4 5 4 4 4 | 3
v ylz vE will
a8 o 8| 6 1| 8| 6 1| 8
Fi
4 4 4| 3 3
y8 vl ¥7 ¥3
1 8| 6
r 3
2|15
yiil w6 yi1z ¥a
1 8 1| 3|8 13| 8 1] 3
/1 3|6 7 6 126 7| 2
4 1 2|5 4 215 4 5 4|15
y2 B yil &
1] 3|8 1] 3 1 3 1] 2
7|2 71 2]8 7128 7
4 | 5|6 4 5] 6 4 [ 516 415

yl2 ¥a ¥2 ¥B
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Lampiran 4 Formulasi dan solusi Model 2 untuk suatu susunan solusi 8-puzzle
dari solusi Model 1 (Gambar 10) menggunakan LINGO 11.0

model:
sets:

posisi/1..22/:x4,x5,x6,x7,x8,x9,

v3,v4,y5,vy6,y10,y11l,v1l
endsets

x4 (1)=7;x5(1)=8;x6(1)
x7(1)=4;x8(1)=5;%x9(1)=

max=z;

2;

15
6;

.
14

z=@sum (posisi (h) |h#eg#@size (hari) :x4 (h)+2*x5(h) +
3*x6 (h)+4*x7 (h) +5*x8 (h) +6*x9 (h) ) ;

@bnd (125,z,190);

@for (posisi (h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi (h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi (h) |h#ge#2:
@for (posisi (h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi (h) |h#ge#2:
@for (posisi (h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi (h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi (h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi (h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi (h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi (h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:
@for (posisi (h) |h#ge#2:
@for (posisi(h) |h#ge#2:

)

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

*100
*100
*100
*100

*100
*100
*100
*100
*100
*100
*100

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

4
4
4
14
4
7
7
.
4
14
14
4

14



@for (posisi (h)
100) ;
@for (posisi (h)
100) ;
@for (posisi (h)

y11l(h))*100);
@for (posisi (h)
y1l1l (h))*100);

@for (posisi (h)
100) ;
@for (posisi (h)
100) ;
@for (posisi (h)
100) ;
@for (posisi (h)
100) ;
@for (posisi (h)

y1l1l(h))*100);
@for (posisi (h)
y1l1l(h))*100);

@for (posisi (h)
100) ;
@for (posisi (h)
100);

@for (posisi (h)
@for (posisi (h)
@for (posisi (h)
@for (posisi (h)
@for (posisi (h)
@for (posisi (h)
@for (posisi (h)
@for (posisi (h)
y11 (h)+y12 (h))

@for (posisi (h)
y11l(h)+yl2(h))

(y3(h-1)+y4 (h-1)+y5 (h-1) +y6 (h-1) +y10 (h-1) +y11l (h-1)+

y12(h-1)));

@for (posisi
@for (posisi
@for (posisi
@for (posisi
@for (posisi
@for (posisi

(

(h)
(h)
(h)
(h)
(h)
(h)
@for (posisi (h)

|h#ge#3:y3 (h)<=1-y3 (h-1)) ;
|h#ge#3:v4 (h)<=1-v4 (h-1));
|h#ge#3:y5 (h) <=1-y5(h-1));
|h#ge#3:y6 (h)<=1-y6 (h-1)) ;
|h#ge#3:y10 (h)<=1-y10 (h-1)
|h#ge#3:y11 (h)<=1-y11 (h-1)
|h#ge#3:y12 (h)<=1-y12 (h-1)

47

|h#ge#2:x4 (h)>=x4 (h-1) - (y3 (h) +y10 (h
|h#ge#2:x4 (h)<=x4 (h-1)+  (y3(h)+y10 (h))*
|h#tge#2:x5 (h) >=x5(h-1) - (y3 (h)+y4 (h) +
|h#ge#2:x5 (h)<=x5 (h-1) + (y3(h)+y4 (h)+
|h#ge#2:x6 (h) >=x6 (h-1) - (y4 (h) +y12 (h
|h#ge#2:x6 (h)<=x6 (h-1) + (v4 (h)+yl2 (h))*
|h#ge#2:x7 (h)>=x7 (h-1) - (y10 (h) +y5 (h
|h#ge#2:x7 (h)<=x7 (h-1)+ (yv10 (h)+y5(h))*
|h#ge#2:x8 (h) >=x8 (h-1) - (y5 (h) +y6 (h) +
|h#ge#2:x8 (h)<=x8 (h-1) + (yv5(h)+y6 (h) +
|h#ge#2:x9 (h)>=x9 (h-1) - (y6 (h)+y12 (h
|h#ge#2:x9 (h) <=x9 (h-1) + (yv6 (h)+yl2(h))*
lh#ge#2:16*y3 (h)<=x4 (h-1)+x5(h-1));
|h#ge#2:16*y4 (h) <=x5(h-1) +x6 (h-1)) ;
lh#ge#2:16*y5 (h)<=x7 (h-1)+x8 (h-1));
|h#ge#2:16*y6 (h) <= X8(h 1)+x9 (h-1)) ;
|h#ge#2:16*y10 (h) <=x4 (h-1) +x7 (h-1)) ;
lh#ge#2:16*y11 (h) <=x5(h-1)+x8 (h-1)) ;
|h#ge#2:16*y12 (h) <=x6 (h-1) +x9 (h-1)) ;
lh#ge#2: (y3 (h)+y4 (h)+y5(h)+y6 (h) +y10 (h)+
<=1);

lh#ge#3: (+y3 (h)+y4 (h)+y5 (h) +y6 (h) +y10 (h) +
<=
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@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@bin(y3(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@bin(y4 (h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@bin(y5(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@bin(y6(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:@bin(y1l0(h)));
@for (posisi(h) |h#ge#2:Q@bin(y1l1l(h)));
@for (posisi(h) |h#ge#2:Q@bin(y12(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin (x4 (h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin(x5(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin(x6(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin(x7(h)));
@for (posisi (h) |h#ge#2:Q@gin(x8(h)));
@for (posisi(h) |h#ge#2:Q@gin(x9(h)));
end
LINGO 11.0 Solver Status [barupuzzle2x3baru] £
Salver Status Yariables
Model Class: ILP Totak 281
M anlinear: a
State: Global Opt Integers: 273
Objective: 190 Constraints
Infeasibility: 0 Totak 1170
Monlinear; 1}
Iterations: 36592759
Monzeros
Extended Salver Status Tuotal: 3958
Salver Type E-and-B Nonlinea: 0
Best Obij; 190 Generator Memory Used (k)
Obj Bound: 190 16E
Steps: 344501 Elapsed Runtime [hh:mm:sz)
Active: a 04-39 45
Update Interval |2— Clase
Objective value: 190.0000
Objective bound: 190.0000
Infeasibilities: 0.000000
Extended solver steps: 344501
Total solver iterations: 36592759
Variable Value Reduced Cost
Z 190.0000 0.000000
X4( 1) 7.000000 0.000000
X4 ( 2) 7.000000 0.000000
X4 ( 3) 15.00000 0.000000
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Lampiran 5 llustrasi perubahan puzzle berdasarkan solusi Model 2
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¥5 y11 i yi2
4 1 8 3 8 8
5 5 5 4 1 5
¥E ¥5 y1d ¥
8 5 5 5 8
4 7 7 4 7
y11 vb ylz vd
8 8 8 4
4 7 7 7 3
¥3 y10 ¥5 vil
ul 5 5
7 8 8




56

Lampiran 6 Susunan tersulit puzzle 2 x 3 dapat dicapai dengan 21 langkah dari
susunan solusi

0 1 2 3 4 5

Al




Lanjutan bagian atas halaman 56
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Lanjutan bagian tengah halaman 56
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Lanjutan bagian bawah halaman 56
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Perbesaran dari Al pada halaman 56
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Perbesaran dari A2 pada halaman 56
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Perbesaran dari A3 pada halaman 56
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Perbesaran dari A4 pada halaman 56
7 8 9

10

11

12

afla3]= 4
- 1* 4
z 1 - 2|z
HEIE] 23 2
HEIR als
EELE] S| 2
2|z
| 1 a| 3 2
a3
ala 2
2| 1] 3
HEE o
4|z 2
2| 4
4 1 . 2] a
z| 5|32 1 4
a1 B
L
EA-
af 3] 5
Z : : alz
2
EA ] al =
23 2| 2
2
433 )4 1| 2 iz
N I 1] 8]z 1 5 z
z
z 4
3
/1:3 HE
2| 4 N
2| 3] 4 1 il e i
1|33
1 £
K 2| =
z
2l s 1| 2 1]z
2 L]
1] 3|4 2
:5:‘/131‘1 1| 2
3
1 a N -] 5 1|z 2
1| =] 4 a .
HELE E 1
1|4 2|1
EN BE] : L
2| 1] s o 3] 1 2
2
1
= 4

63

A4




64

Perbesaran dari B1 pada halaman 57
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Perbesaran dari B2 pada halaman 57
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Perbesaran dari B3 pada halaman 57
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Perbesaran dari B4 pada halaman 57
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Perbesaran dari C1 pada halaman 58
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Perbesaran dari C2 pada halaman 58
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Perbesaran dari C3 pada halaman 58
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Perbesaran dari C4 pada halaman 58
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Perbesaran dari D1 pada halaman 59
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Perbesaran dari D2 pada halaman 59
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