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RINGKASAN

FANJI JOKO TIMUR. Persaingan ‘Waktu Pcngifiman Antarprodusen 1‘)ada Kasus Konsumen Homogen
(Competition on Interproducer Delivery-Time with Homogenous Consumer). Dibimbing oleh AMRIL
AMAN dan BERLIAN SETIAWATY.

Respon produsen terhadap pesanan konsumen memegang peranan penting dalam menghadapi pesaing-
pesaingnya. Produsen berusaha untuk merespon pesanan tersebut dalam waktu sesingkat mungkin. Tipe
persaingan seperti ini merupakan hal yang menarik untuk dianalisa lebih Ianjut. Analisa tersebut dapat
dilakukan dengan memodelkan permasalahan di atas ke dalam suatu model antrean.

Dalam tulisan ini akan dipelajari persaingan antarprodusen yang memproduksi barang atau jasa
berdasarkan kepekaan konsumen akan waktu funda. Dalam hal ini waktu tunda didefinisikan sebagai
waktu yang diperlukan pada saat pemesanan sampai dengan pesanan datang. Produsen bersaing untuk
menawarkan produknya (barang atau jasa) kepada konsumen berdasarkan pesanan yang ada dengan
menetapkan harga dan intensitas produksi untuk masing-masing tipe konsumen serta menetapkan
kebijakannya masing-masing sedemikian sehingga keuntungan yang diperoleh adalah maksimum,
Keberadaan kesetimbangan persaingan telah dibukfikan.

Selanjutnya akan ditunjukkan jika permasalahan ini dikhususkan untuk kasus produsen heterogen dan
konsumen homogen (sama tipe). Produsen dikatakan heterogen karena produsen memiliki biaya produksi,
rataan waktu proses dan keragaman waktu prosesnya masing-masing. Pada akhirnya akan ditunjukkan
balhwa faster, lower cosf dan lower variability producer akan mempunyai pangsa pasar yang iebih besar,
contribution margin, utilitas kapasitas dan keuntungan yang lebih baik daripada pesaing-pesaingnya. Akan
tetapi produsen tersebut bisa saja memiliki harga yang lebih tinggi dan waktu pengiriman yang lebih
singkat maupun harga yang lebih rendah dan wakiu pengiriman yang lebih lama.
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L. PENDAHULUAN

Latar Belakang

Respon produsen terhadap pesanan konsumen
memegang peranan penting dalam menghadapi
pesaing-pesaingnya. Produsen berusaha wuntuk
merespon pesanan fersebut dalam waktu sesingkat
mungkin. Tipe persaingan seperti ini merupakan
hal yang menarik untuk dianalisa lebih lanjut
Analisa tersebut dapat dilakvkan dengan
memodelkan permasalahan di atas ke dalam suatu
model antrean. Tulisan ini mempelajari tipe
persaingan di atas dengan menggunakan model
analitis yang mencakup pengarmuh dari respon
terhadap harga, permintaan konsumen secrta
keuntungan produsern.

Produsen  bersaing untuk menawarkan
produknya (barang atau jasa) kepada konsumen
berdasarkan pesanan yang ada. Terdapat tipe
konsumen vang berbeda yang mempunyai
kebutuhan pelayanan (service requirements) dan
kepekaan terhadap waktu tunda (waktu yang
diperlukan pada saat pemesanan sampai dengan
pesanan datang) yang berbeda satu dengan lainnya.
Produsen dibedakan berdasarkan biaya produksi
dan tingkat teknologinya masing-masing serta
bersaing dengan menetapkan harga, produksi dan
kebijakan masing-masing. Berbagai ide dari teori
antrean dan teori ekonomi dapat digunakan untuk
mempelajari lingkup persaingan yang terjadi.

Teori antrean digunakan untuk memeodelkan
kepekaan konsumen akan waktu tunda. Teori
ekonomi digunakan untuk memodelkan persaingan
antarprodusen dan kesetimbangan yang terjadi.
Berbagai buletin ekonomi mempelajari persaingan
dalam penyediaan produk (barang atau jasa)
produsen terhadap kepekaan terhadap waktu (fine-
sensitive) konsumen. Sebagai contoh, De Vany dan
Saving (1983) mempelajari permasalahan tersebut

pada saat konsumen identik dan kepekaan
konsumen terhadap harga atap. Dalam tulisan ini,
harga atap didefinisikan sebagai jumlah dari harga
produk dengan biaya tunda harapan.

Dalam tulisan ini akan dipelajadi pula
pengaruh biaya tunda terhadap harga, kebijakan,
penjualan dan keuntungan produsen pada lingkup
persaingan, Selain itu, dalam tulisan ini akan
ditunjukkar bagaimana kemampuan bersaing
produsen dalam menghadapi pesaing-pesaingnya.
Kemampuan bersaing tersebut ditunjukkan melalui
kemampuan proses produsen (kecepatan proses
dan keragamannya) serta keuntungan produsen
dalam biaya produksinya. Selanjuinya akan
ditunjukkan jika permasalahan ini dikhususkan
untuk kasus produsen heterogen dan konsumen
homogen (sama tipe). Produsen dikatakan
heterogen karena produsen memiliki biaya
produksi, rataan waktu proses dan keragaman
waktu prosesnya masing-masing. Pada akhirnya
akan ditunjukkan bahwa faster, lower cost dan
lower variability producer akan mempunyai
pangsa pasar yang lebih besar, utilitas kapasitas
yang lebih baik, dan keuntungan yang lebih baik
daripada pesaing-pesaingnya. Secara lebih khusus,
akan diberikan kasus pada saat biaya produksi fisik
marjinal produsen adalah konstan. Jika produsen
memiliki biaya produksi fisik marjinal lebih besar
dibandingkan pesaing-pesaingnya, maka produsen
tersebut akan memperoleh harga yang lebih baik
dan waktu pengiriman yang lebih singkat.

Tujuan
Tujuan tulisan ini mempelajari persaingan

waktu pengiriman antarprodusen pada kasus
konsumen homegen (sama tipe).

II. LANDASAN TEORI

Model Antrean Prioritas

Proses Antrean

Proses antrean terjadi pada saat konsumen
datang ke dalam fasilitas pelayanan, kemudian
menunggu dalam antrean (jika semua servers
sibuk), selanjutnya menetima pelayanan, dan
akhirnya meninggalkan fasilitas  pelayanan
tersebut.

Sistem Antrean

Sistem antrean dapat dipandang sebagai suatu
proses kelahiran dan kematian dengan populasinya
adalah konsumen pada saat menunggu pelayanan
atan sedang dalam pelayanan. Proses kelahiran
terjadi pada saat konsumen datang ke fasilitas
pelayanan; proses kematian terjadi pada saat
konsumen meninggalkan fasilitas pelavanan. Pada



tulisan ini state didefinisikan sebagai banyaknya
konsumen pada sistem.

Misalkan pada waktu ¢ terdapat » konsumen
pada sistem. Jika intensitas kedatangan konsumen
dan intensitas konsumen keluar dari sistem
berturut-turut adalah A dan g, proses kelahiran dan
kematian di atas diberikan oleh persamaan
diferensial berikut:

dP (f
6’;[( ) :_(ﬂ,«{-/LI)P"(I‘)'*',UP"H(t)‘i'an—](t)
untuk #=1, 2,...

dengan P,(t) adalah peluang terdapat n konsumen
pada waktu 7.

Karalkteristik Antrean

Sistem antrean dicirikan oleh lima komponen
yaitu : pola kedatangan konsumen, pola pelayanan,
banyaknya servers, kapasitas sistem, dan disiplin
antrean. '

Pola Kedatangan

Pola kedatangan konsumen. dapat dicirikan olch
waktu antar kedatangan (inferarrival time) yaitu
waktn antara kedatangan konsumen yang satu
dengan konsumen berikutnya. Pola ini dapat
bersifat deterministik (tertentu) atau bersifat
probabilistik (merupakan peubah acak yang
mengikuti sebaran peluang tertentu). Di samping
itu pola kedatangan Kkonsumen memiliki
karakteristik sebagai berikut :

(i) Apakal kedatangan konsumen secara satuan
atan secara kelompok.
(i1) Apakal balking atau reneging diterima.

Balking terjadi pada saat konsumen tidak jadi
masuk ke dalam fasilitas pelayanan karena
antreannya terlalu panjang. Reneging terjadi pada
saat konsumen dalam anfrean meninggalkan
antrean karena terlalu lama menunggu.

Dalam  permasalahan ini  diasumsikan
konsumen datang secara satuan dan baik balking
atau reneging tidak terjadi dan pola kedatangan
konsumen bersifat probabilistik. :

Pola Pelayanan

Pola pelayanan biasanya dicirikan sebagai
waktu pelayanan (service time) yaitu waktn yang
digunakan oleh satu server untuk melayani satu
konsumen. Pola ini dapat bersifat deterministik
atau probabilistik, Di samping itu, dalam suatu
sistem pelayanan, konsumen dapat selesai dilayani
oleh satu server atan membutuhkan serangkaian
server.

Dalam permasalahan ini diasumsikan pola
pelayanan bersifat probabilistik dan konsumen
selesai dilayani oleh satu server.

Kapasitas Sistem

Kapasitas sistem adalah banyaknya konsumen
maksimum, baik konsumen yang sedang dilayani
maupun konsumen yang ada dalam anirean ada di
suatu waktu tertentu. Pada saat fasilitas pelayanan
penub, konsumen yang datang akan ditolak untuk
masuk ke dalam sistem. Dengan demikian
konsumen tersebut dipaksa untuk pergi tanpa
menerima pelayanan.

Sistem yang tidak mempunyai batasan
terhadap banyaknya konsamen yang diijinkan
untuk masuk ke dalam fasilitas pelayanan disebut
infinite capacity, sedangkan sistem yang memiliki
batas disebut finife capacity.

Disiplin Antrean

Disiplin antrean adalah cara untuk menentukan
konsumen mana yang akan dilayani. Disiplin
antrean mempunyai beberapa model diantaranya
model pertama masuk pertama dilayani (FIFO),
model terakhir masuk pertama dilayani (LIFOY),
model acak, atan model prioritas.

Dalam permasalahan ini diasumsikan sistem
menggunakan model FIFO.

Pemodelan Antrean

Bentuk model antrean distandarisasikan oleh
notasi Kendall-Lee scbagai (a/b/c):(d/e/f), dengan
a adalah scbaran waktu kedatangan: b adalah
sebaran waktu peclayanan; ¢ adalah banyaknya
servers, d adalah disiplin antrean; e adalah
kapasitas sistem; f adalah ukuran populasi
konsumen.

Notasi yang sering digunakan untuk
menyatakan  sebaran peluang dari  waktu
kedatangan dan waktu pelayanan adalah scbagai
berikut:

M=waktu antar kedatangan menyebar ekponensial,
D=deterministik.
G=sebaran lainnya.

Untuk model antrean M/M/1 dan M/M/c state
sistem sepenulnya digambarkan oleh satu
informasi, yaitu banyaknya konsumen di sistem.
Informasi ini akan mempengaruhi perilaku sitem di
masa yang datang, Sedangkan pada model M/G/1
informasi ini tidak berlaku.



Formula Little

Dalam sistem antrean dengan intensitas
kedatangan A, hubungan antara banyaknya
konsumen yang datang ke sistem dengan waktu
yang dihabiskan oleh konsumen pada sistem
tersebut dapat disajikan sebagai:

L=AW

dengan
L= rataan banyaknya konsumen yang ada di sistem
W= rataan waktu yang dihabiskan konsumen pada

sistem .
(Winston, 1994)

Formuia Pollaczec-Khinchine

Perhatikan swatu  model antrean M/G/1
dengan disiplin FIFO yang memniiliki sifat sebagai
berikut:

a. Proses kedatangan mempunyai distribusi
Paisson (1).

b. Misalkan 7" merupakan peubah acak dari
waktu pelayanan yang diberikan pada
seorang konsumen dan mempunyai
distribusi sembarang dengan rataan E(T)
dan ragam var(T).

c. Dipenuhinya persyaratan kondisi
kesetimbangan (sfeady state) yaitu
p=AE() <1,

Untuk kasus ini berlakn formula Pollaczec-
Khinchine yang dapat dinyatakan sebagai:
2 EXT) +var(T))
21-AETY)
{Taha, 1992)
dengan L= rataan banyaknya konsumen yang ada
pada sistem.

L=AET)y+

Antrean dengan Prioritas

Proses antrean dengan prioritas dapat
dipandang scbagai proses yang mempunyai lebih
dari satu tipe konsumen. Secara umum tipe
konsumen pada proses antrean ini dibedakan
menjadi konsumen prioritas dan konsumen bukan
prioritas. Pada proses antrean ini pelayanan
terhadap konsumen prioritas tidak pernah
mengalami gangguan. Jika konsumen prioritas
datang pada saat server sedang melayani konsumen
bukan prioritas maka pelayanan akan segera
dihentikan dan digantikan untuk melayani
konsumen prioritas. Pelayanan terhadap konsumen
bukan prioritas akan dilanjutkan setelah tidak ada
konsumen prioritas. Proses seperti ini dikenal
dengan skedul preemptive. Pelayanan yang
diberikan kepada konsumen bukan prioritas

tersebut dapat dilakukan dengan cara memberikan
pelayanan dari semula atau melanjutkan pelayanan
yang terhenti sebelumnya. Proses yang pertama
dikenal sebagai preempted-repear discipline
sedangkan proses yang kedua dikenal sebagai
preempled-resume discipline.

Sebagai contoh, misalkan model antrean
dengan server tunggal untuk model preempted-
resume discipline, dengan m tipe konsumen. Telah
ditunjukkan oleh Jaiswal (1968), rataan wakiu
yang dihabiskan seorang konsumen tipe-k pada
sistem, 17 , diberikan oleh;

W, - 1/ p
Bk—l BL’
dengan By =1 dan
13
ZA
B, =1-&—
]

untuk k=1, 2,..., m.
Sedangkan rataan banyaknya konsumen tipe-k
yang ada di sistem diberikan oleh:

Ly =4, W

Work Conserving Rules

Misalkan suatu model antrean dengan satu atau
sejumlah server yang identik dan aturan prioritas
diterapkan. Didefinisikan work conserving rules
sebagai berikut.

Definisi 2.1. (Work Conserving Rules)

Model antrean dengan aturan  prioritas
dikatakan work conserving rules apabila:

a) Tidak ada server yang kosong pada saat
konsumen berada pada sistem.

b) Disiplin tidak mempengaruhi banyaknya
waktu pelayanan yang diberikan pada
konsumen atau terhadap waktu kedatangan
konsumen.

c) Prioritas diberikan berdasarkan sejarah proses,
dan waktu hilang sejak epoch terakhir
menyebabkan sistem kosong. Hal ini berarti
perilaku  sistem  hanya diamati sgjak
kedatangan konsumen pada saat epoch terakhis
dan tidak tergantung pada waktu sebelumnya.

(Federgruen dan Groenevelt, 1988}



Moemen, Nitai Harapan dan
Sebaran Peubah Acak

Peubah Acalk
Misalkan suatu percobaan acak memiliki mang
contoh £2 Peubah acak X adalah suatu fungsi yang
memetakan setiap unsur ¢ e 2 dengan satu dan
hanya satu bifangan nyata X{c)=x. Ruang X adalah
gugus bilangan nyata ¥ ={x:x=X{c},ce3}.
(Hogg & Craig, 1995)

Fungsi Sebaran Peluang
Fungsi sebaran peluang pada peubah acak X

merupakan peluang peubah acak X lebih kecil atau
sama dengan x, untuk suatu nilai il x
Fy(x) = P{X < x} = P{cef?: X(c) e(-0,x] }

Peubah acak X dikatakan diskret jika semua
gugus nilai yang mungkin dapat dicacah.

Untuk peubah acak diskret, fungsi kerapatan
peluang p.(x;) didefinisikan
Px{x;)=P{X=x} = P{cef2: X(c) = x}

dengan py(x;) 20,i=12,...dan X py (x))=1.

i=]
Fungsi sebaran pada peubah acak diskret
Fy(x) = P{X < x}= P{ces2: X(c) e(-0,x]}
= 2px ()

yex
Peubah acak X dikatakan konfinu jika ada
fungsi kepekatan peluang f3(x) schingga

Fx)=P{X <x}= [ fx()dy

-
Dengan demikian fungsi kepekatan peluang

merupakan turunan fungsi sebaran terhadap x.
(Osaki, 1992)

Momen dan Nilai Harapan
Jika X adalah peubah acak diskret, momen ke-
m dari X dapat dinyatakan sebagai:

E[X"|=%x"P(X =%} .

Momen ke-m dari peubah acak X ada jika
pernyataan di atas konvergen ke suatu nilai. Jika
tidak, momen ke-m peubah acak tersebut dikatakan
tidak ada.

Jika X adalah peubah acak kontinu dengan
fungsi kepekatan peluang [y , momen ke-m dari X’

diberikan oleh:

E[X™}= Tox"'fx (x)dx

dan konvergen ke suatu nilai.

Momen pertama dari peubah acak X, yaitu
pada saat m=1 disebut scbagai rataan atau nilai
harapan dari X dan dinotasikan dengan E/X].

Momen pusat ke-m {mth central moment) dari
peubal acak X didefinisikan sebagai momen ke-m
dari peubah acak (X-E[X]). Momen pusat pertama
adalah nol. Didefinisikan ragam atau variance dari
peubah acak X sebagai momen pusat kedua dari
peubah acak X dan dinotasikan sebagai var £X) atau

o dan diberikan oleh;

var[X]= E[(X - E[X])°].
(Taylor dan Karlin,1984)

Proses Stokastik

Proses stokastik {X(), teT} merupakan
himpunan peubah acak, dimana X(f) menunjukkan
suatu kejadian pada waktu reT.

Untuk T = {0,1,2,...} proses {X(n), n =
0,1,2,...} disebut proses stokastik waktu diskret
dan jika T merupakan waktu kontinu proses{X{(?),
20} disebut proses stokastik waktu kontinu.

(Osaki, 1992)

Sebaran Eksponensial

Sebaran Eksponensial mempunyai fungsi
kepekatan peluang
1) 0 (x<0) ik 2 > 0
(X)) = nntuk g
T e (x20)

dengan fungsi scharan

0 (x<0)
Fy(x)= -
1-e7# (x20)

Sebaran eksponensial mempunyai nilai rata-
rata yaitu 1/ (Osaki,1992).

Sebaran Poisson
Sebaran Poisson dengan parameter A > 0
mempunyat fungsi kerapatan peluang
-4 gx
denganx=0,1,...

px (@) ==
X!

Sebaran Poisson mempunyai nilai rata-rata dan
nilai ragam yang sama besar yaitu A (Osaki, 1992).

Peubah acak yang merupakan jumlah dari dua
atau lebih peubah acak Poisson yang saling bebas
akan mempunyai distribusi Poisson juga dengan
parameter 4. Hal ini dapat ditunjukkan oleh
teorema berikut.



Teorema 2.2,

Misatkan X dan Y adalah peubah acak saling
bebas dan memiliki distribusi Poisson dengan
parameter berfurui-turat g dan v, Maka X+Y
memiliki distribusi Poisson dengan parameter gt v.
Buliti. Lihat Taylor dan Karlin, 1984.0

Proses Poisson
Proses Poisson dengan intensitas A > 0 adalah
proses stokastik vang bernilai bilangan bulat {X{r);
¢ =0} yang mempunyai sifat :
(1) Untuk setiap wakinto =0 <f; <... <[, proses
X)) - X(to), ..., X(t) — X(¢,.) merupakan peubah
acak yang saling bebas ;
(i} Untuk s 2 0 dan £ > 0,
peubah acak X(s+f) — X(s) mempunyai sebaran
Poisson, dan
kAt
Pe{X(s+8) - X(s)=k}= 55‘-% :
(i) X(0)=0
Jika X() merupakan proses Poisson dengan
intensitas A > 0, maka E[X{¢)] = Af dan ragam{X(#)]
=],
(Taylor dan Karlin,1984)

Pengoptimuman

Permasalahan umum dalam suatu
permasalahan riset operasi adalah menentukan
solusi optimal dari suvatu fungsi tujuan dari
permasalahan tertentu. Solust optimal ini harusiah
memenubi kendala-kendala tertentu,

Bentuk umum permasalahan ini adalah sebagai
berikut:

max  f(X)
st gfX)=20,i=123,..m
Xz0

dengan X=fx; x; x,]. Solusi X yang
mengakibatkan f optimal disebut solusi optimal
dari X,

Salah satu bentuk khusus dari permasalahan
pengoptimeman  adalah  programa  konveks.
Programa  konveks adalah  permasalahan
pengoptimuman di atas dengan syarat f ~onkaf dan
g; konveks. Jika g; konveks maka solusi. SX yang
diperoleh adalah konveks.

(Nikaido, 1975)

Lema berikut memberikan syarat perlu suatu
fungsi mencapai nilai optimal pada permasalahan
minimisasi.

Lema 2.3.

Misalkan F adalah fungsi dari X yang
terdefinisi pada R", dengan X =[x.x,,---,%,]
dan x; =0 untuk /=1, 2, ..., n serta turunan parstal
dari F ada. Jika F minimum pada X=X 20 maka
kondisi berikut terpenuhbi:

1) (E] z0untuki=1, 2, ... n
x=x"

i

2) ixf[gJ =0,
it A%y
oF

sedemikian  schingga [—) =0 untuk
t/x=x

x; >0 , (1) dan (2) berlaku.

Bulkti: Lihat Nikaido, 1975.0

. PERUMUSAN MASALAH

Pemodelan

Dalam permasalaban ini, misalkan terdapat »n
produsen dan m tipe konsumen. Produsen-produsen
tersebut dapat dibedakan berdasarkan tingkat
teknologi dan biaya produksinya. Tipe konsumen
yang ada pada sistem dibedakan berdasarkan
fungsi permintaan, biaya tunda dan syarat
prosesnya. Biaya tunda di atas merupakan biaya
yang dikeluarkan konsumen karena adanya waktu
tunda (waktu vyang diperlukan mulai saat
pemesanan sampai dengan pesanan datang).

Misalkan N=¢1,2, ... ,n} adalah himpunan produsen
dan M={1,2,..,m} adalah himpunan tipe
konsumen. Produsen bersaing untnk menawarkan
produknya (barang atau jasa) kepada konsumen
berdasarkan pesanan yang ada. Pada kapasitas
(intensitas) produksi yang diberikan. produsen
dapat menetapkan harga yang berbeda untuk tipe
konsumen yang berbeda untuk memperoleh
keuntungan maksimum, Secara nmum,
permasalahan di atas dapat dibangun dengan
menggunakan asumsi-asumsi berikut:



Al., Karakteristik Konsumen

Konsumen dibedakan  berdasarkan
kebutuhan pelayanan (service requirements)
vang diinginkan yaitu, vz} untuk zel .
Kebutuhan pelayanan dalam hal ini adalah
lamanya waktu pelayanan konsumen tersebut.
Selain  itu, konsumen dibedakan pula
berdasarkan harga produk, p@) dan biaya
tunda sebesar ¢z} per satuan unit waktu
tunda. Tingkat permintaan konsumen itu sendiri
direpresentasikan oleh fungsi d(z P(z)) dengan
P(z) adalah harga atap untuk konsumen tipe z.
Harga atap ini merupakan jumlah dari harga
produk dan biaya tundanya. Diasumsikan
harga atap konsumen tipe z untuk sctiap
produsen adalah sama. Harga produk produsen
i, ie N untuk konsumen tipe z harusiah
memernuhi hal berikut:

P(z) = p;(2) ¥ @)W (2. %)
dengan W}(z,j;-) adalah waktu tunda harapan
produsen i untuk konsumen tipe z pada saat
intensitas produksi ;.

A2, Proses Kedatangan
Proses kedatangan konsumen untuk semua
tipe  konsumen  secara  keseluruhan
diasumsikan sebagai proses Poisson d.

A3. Karalteristik Produsen
Dalam melakukan kegiatan produksinya,

produsen  memiliki  tingkat teknologi
tersendiri termasuk rataan dan ragam dari
waktn prosesnya, Misalkan  intensitas

pelayanan produsen /i adalah gz , ieN.
Waktu proses produsen / untuk satu unit
pelayanan memiliki sebaran tertentu dengan

rataan 1/ g, dan ragam cr?.

Biaya produksi fisik produsen i pada
intensitas produksi ﬁ;. adalah C;f i} J, dimana
fungsi biaya C; tersebut kontinu,
differentiable, naik dan konveks terhadap
variabel 4.

A4, Kebijakan Produsen
Produsen memiliki kebijakan tersendiri
untuk mengetahui dengan pasti pekerjaan
(pesanan/order) mana yang harus dikerjakan
pada setiap saat. Kebijakan tersebut dapat
berupa FIFO atau static preempfive priorily.
Produsen i, ie N  yang mencrapkan

kebijakan FIFO menempatkan pesanan yang
datang pertama kali akan segera dilayani.
Kebijakan ini diterapkan pada saat tipe
konsumen yang ada adalah sama (homogen).
Static preemptive priority dapat dijelaskan
scbagai berikut: Konsumen z memiliki
prioritas yang lebih tinggt daripada konsumen
Z jika ¢(@)/v(z)=e(z)/v(z). Di samping
itu, kedatangan scorang konsumen z akan
menghentikan pelayanan konsumen z vang
sedang dilayani. Setelah tidak ada lagi
konsumen z di sistem maka pelayanan
konsumen z yang terhenti dapat segera
dilanjutkan kembali. Kebijakan produsen i
dinotasikan sebagai f;.
AS. Proses Pelayanan

Distribusi waktu proses produsen i dapat
berupa distribusi eksponensial atau distribusi
lainnya sedemikian schingga static
preemptive priority merupakan kebijakan
optimal bagi produsen tersebut.

A6. Karakteristik Persaingan

Produsen menetapkan harga dan intensitas
produksinya untuk masing-masing tipe
konsumen sedemikian sehingga keuntungan
yang diperoleh maksimum. Selain ity
produsen bertindak sebagai penerima harga
atap (full price taker) dan bukan sebagai
penerima harga (price taker) dan oleh karena
itu produsen dapat menyesuaikan harga.

Setiap produsen berkeinginan untuk dapat
memaksimumkan keuntungannya pada saat harga,
intensitas produksi serta kebijakan tertentu.
Didefinisikan kesetimbangan persaingan sebagai
vektor dari harga atap, intensitas produksi dan
kebijakan sedemikian sehingga keuntungan yang
diperoleh produsen maksimum dan total biaya
produksi di sistem minimum. Pada saat
kesetimbangan, permintaan masing-masing tipe
konsumen sama dengan intensitas produksi
agregat.

Keuntungan produsen i merupakan fungsi dari
harga atap, intensitas produksi dan kebijakan, yang
dapat disajikan sebagai berikut:



(P4, f) =

% pi(2)4(2) = (&)

zeM

2[p@ - 2. e - ¢ )
slP@ 4 -c@iame i - Gd)

zeM
s[P@a@ -c@Le i fl-ad)
H
@G.1)

dengan Lz, 4,f;) sebagai rataan banyaknya
pekerjaan (pesanan/order) tipe z yang dilayani
produsen .

Berikut akan diperlihatkan pemilihan produsen
akan kebijakan serta intensitas produksi yang dapat
memaksimumkan keuntungannya yang pada

akhirnya akan dicapai kesetimbangan dalam
persaingan.

]

Kebijakan Produsen
dan Kesetimbangan Persaingan

Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya,
setiap produsen akan memilih kebijakan dan
intensitas  produksinya masing-masing  agar
keuntungannya maksimum. Perfama, akan
dipertihatkan kebijakan yang seperti apa yang
dapat memaksimumkan keuntungan tersebut. Dari
persamaan (3.1), mencari kebijakan optimal

(keuntungan maksimum), 1}0 sama halnya dengan

menyelesaikan permasalahan berikut:
min Zc(z)L,-(z,;{,-, D)
1ozeM

Federgruen dan Groenevelt (1988}
menunjukkan bahwa static preemptive priorily
merupakan kebijakan optimal dari permasalahan di
atas. Hal ini didasarkan pada saat kedatangan
konsumen dipandang sebagai proses Poisson,
kebijakan dibatasi menurut work conserving rules,
dan waktu proses mempunyai distribusi
cksponensial,

Dengan demikian pada permasalahan ini
semua produsen memiliki kebijakan optimal
menurut static preemipiive priority.

Untuk penyederhanaan disusun  prioritas
konsumen sebagai:

e/ v() =2}/ v(2) 2z e(m)/v(im)  (3.3)

Dengan kebijakan optimal, 7, dinotasikan
hat berikut:

Li(z»j-‘i) = Li(z:ii:fz"o)

(3.2)

Wiz 4) =W,z 4, 1)
Permasalahan selanjutnya adalah menentukan
intensitas produksi produsen yang
memaksimumkan keuntungan. Pada saat harga

atap P, permasalahan maksimisasi keuntungan
produsen i, untuk /€N dapat dinyatakan sebagai:

max ¥ P2 (2)~[ X e()Li(z, k) +C; (1))
YeRT sem weM
(3.4)

Misalkan  5(P)=(s;(z,PY).cps merupakan
solusi ,f‘ dari permasalahan (3.4), dengan
5;(z, P) dinotasikan  sebagai tingkat produksi
optimal produsen i bagi konsumen 2

Didefinisikan  5(P) = Xs5,(P) adalah
ieN

vektor
intensitas produksi agregat pada saat harga atap P.

Berikut diberikan definisi
persaingan.

kesetimbangan

Definisi 3.1, (Kesetimbangan Persaingan)
Misalkan — d(P)={d(z, P@))).er
permintaan  konsumen pada harga atap P.
Kesetimbangan persaingan adalah vektor dari
harga atap P'dan vektor dari keputusan
berproduksi, (X )jey , Sedemikian sehingga

adalah

§(PMY=d(P"), dan j: =5(P") untuk semua
ieN.

Untuk menunjukkan keberadaan
kesetimbangan tersebut, digunakan asumsi berikut.

A7, Fungsi Biaya Atap

Untuk semua ieN, fungsi biaya atap

produsen i adalah konveks terhadap variabel 2,

Fungsi biaya tersebut merupakan jumlah total

rataan biaya tunda konsumen dan biaya produksi

produsen i yang dinyatakan sebagai:
> e(2)L; (2, A)+Ci(4y)
zeM

Asumsi di atas berlaku untuk kasus-kasus
berikut:

(3.3)

Kasus 1: Syarat proses konsumen identik, waktu
proses menyebar cksponensial, dan aturan prioritas
berlaku. Tanpa mengurangi sifat keumumannya
diasumsikan v(z)=1 untuk semua zeM . Hal ini
dapat ditunjukkan pada lema berikut.



Lema 3.2. Misalkan konsumen menmpunyai syarat
proses yang identik, waktu proses produsen I
menyebar eksponensial dengan rataan wakiu
proses 1/u; dan static preemptive priority berlaku.
Maka Y d2)Li(z ;) adalah naik dan strictly
zeM
convex pada A;(z).
Bukti. Lihat Jampiran 1. 0

Kasus 2: Biaya tunda sama dan syarat proses
identik. Karena biaya tunda sama, maka semua
konsumen memiliki prioritas sama dan kebijakan
prioritas menjadi FIFO. Disamping itu, waktu

proses pada produsen i tidak menyebar

eksponensial dengan rataan 1/y; dan ragam af .

Diasumsikan wz)=1., Hal ini ditunjukkan pada
lema berikut.

Lema 3.3. Misalkan konsumen memiliki prioritas
sama. Jika waktu proses produsen i, Vie N tidak
menyebar eksponensial dengan rataan waktu

proses 1/ y; dan ragam o',-2 . Maka fungsi cL;(4;)
adalah naik dan strictly convex terhadap 7.

Bukti. Lihat jampiran 2. O

Didefinisikan biaya atap marjinal produsen i
sebagai kenaikan biaya produksi dan biaya tunda
konsumen seiring dengan kenaikan intensitas
produksinya. Biaya marjinal produsen / tersebut
didefinisikan sebagai turunan dari fungsi biaya
terhadap A;(z) dan dapat ditafsirkan sebagai:

v, (Z:j:i):'”“ ZC(x) 8Li(x,A) . oC; (&)
@ 04

x=1

(3.6)

Lema berikut menunjukkan syarat perla
terdapatnya solusi optimal dari permasafahan (3.4).

Lema 3.4. Misalkan Zc(z)L;(zj.,-) naik dan

zeM
strictly convex terhadap A;(z). (13',(5.; dien)
merupakan  kesetimbangan  persaingan  dari

permasalahan (3.4) jika dan hanya jika terdapat
¥, (2)20 sedemikian sehingga kondisi berikut

terpenuhi:
P’ @) -v,(z, B +7; (2)=0 3.7
i (D4 (=0 (3.8)
7i (2)20 (3.9)
A(2)=0 (3.10)
> A (z)=d(z,P' () (3.11)
ieN

Bukti. Likat lampiran 3. 0

Pada lema 3.4, jika Af{(z) > 0 maka harga atap
kesetimbangan untuk konsumen tipe z, £*(z) akan
sama dengan biaya atap marjinal pada saat
kesetimbangan, v;(z, A, Jika Af(z)=0 maka
harga atap kesetimbangan untuk konsumen tipe z,
P*(2) tidak lebih tinggi dari biaya atap marjinal

pada saat kesetimbangan, v; (z,A?). Hal ini
diperlihatkan oleh proposisi berikut.

Proposisi 3.5 Jika (13*,(:1',:-),.6,\,) merupakan

kesetimbangan  persaingan,  produksi  yang
meminimumkan fotal biaya produksi produsen dan
penundaan konsumen dipengaruhi oleh pemenuhan
permintaan. Lebih lanjut, harga atap untuk
konsumen tipe z sama dengan biaya atap marfinal
(marginal full costs) produsen yang melayani
konsumen tersebut dan tidak lebih tinggi dari
biaya atap marjinal produsen yang tidak melayani
konsumen tersebut.

Bukti. Lihat lampiran 4. O



IV. PEMBAHASAN

Untuk menunjukkan pengarul biaya, waktu
proses, dan keragaman waktu proses produsen
untuk bersaing diberikan suatu contoh kasus
berikut, yailu persaingan antarprodusen yang
heterogen yang melayani konsumen bertipe sama.
Produsen dikatakan heterogen karena mereka
memiliki fungsi biaya yang berbeda, rataan waktu
proses dan keragaman waktu proses yang berbeda
pula. Pada kasus tersebut akan diperlihatkan
pengaruh dari kemampuan produksi produsen pada
penguasaan pangsa pasar, harga, wakfu tunggu
harapan (waktu pengiriman), utilitas kapasitas dan
keuntungan produsen.

Tinjauan Kasus : Produsen Heterogen dan
Konsumen Homogen

Pada bab ini, akan dipelajari kesetimbangan
persaingan untuk kasus dimana,
a. Konsumen bertipe sama, yakni AM={1}.
b. Waktu proses produsen tidak menyebar
eksponensial.
c. Proses kedatangan konsumen diasumsikan
sebagai proses Peisson.
Untuk kasus ini kebijakan yang diterapkan adalah
FIFO. Kebijakan tersebut dapat diperoleh dengan
menggunakan formula Pollaczec-Khinchine yang
dinyatakan sebagat:

Z(EX(T) + var(T))
21 - LE(TY)
A ’112 d+ /'[:'2 a})
=t A
Aot~
ﬂ.

4

Li(A) = LET) +

1 A8
= 4| -y — 4.1
j"[ﬂ,- ﬂ.—(ﬂf—%)J D
dan
i, (4) = 4 — % 4.2)

i H (= 4) :
dengan 8, =(+ulc?)/2 , l/y; dan o’
berturut-turut merupakan rataan dan ragam dari
waktu proses produsen /. Hal ini berakibat

dLi(A) 7y

T =W, (A;)+ LW (A)
A6,

=W (A ) e 4.3

:( 1)+( /‘L 2 ( )

i

Hasil berikut menunjukkan ketunggalan dan
ciri khas dari kesetimbangan persaingan.

Proposisi 4.1. Di bawah kondisi a-c, terdapat
kesetimbangan persaingan yang unik. Pada
kesetimbangan , terdapat himpunan dari produsen

aktif N', yakni X,>0 jika ieN™ dan 2;=0
selainnya. Untuk setiap i e N*;

P = d“‘{ zg}}=cL'(A:)+c'(z;)

JeN
4.4)
Bukti. Lihat lampiran 5. O
Permasalahan selanjutnya adalah

memperlihatkan sejauh mana kemampuan bersaing
masing-masing produsen dalam menghadapi
pesaing-pesaingnya. Kemampuan bersaing tersebut
dapat diperlihatkan menurut waktu proses
(processing capability) dan biaya produksi fisik
marjinal (production cost advantages). Waktu
proses menunjukkan scberapa cepat produsen
dapat melayani konsumen yang datang padanya,
sedangkan biaya produksi fisik marjinal produsen
menunjukkan seberapa besar pengaruh dari
parameter yang berhubungan dengan biaya
produksi. Parameter tersebut dapat berupa lokasi
fasilitas, komposisi tenaga kerja dsb.

Dalam pembahasan ini akan dipelajari
pengaruh dari karakteristik produksi produsen di
atas  terhadap harga, contributions margin,
penguasaan pangsa pasar, dan utilitas kapasitas.

Dinotasikan &, =1/ p;,1,0)) sebagai
parameter ~ waktu  proses  produsen .
&; = (1/ yt;, 44,0,y adalah pasangan dari rataan dan

koefisien keragaman dari waktu proses produsen /.
Panjang antrean (4.1) dan rataan waktu tunggu
(4.2) berturut-turut dapat pula disajikan sebagai
L(A;,&;) dan W(2;,&;).L(4,&) dipandang
sama seperti persamaan (4.3) serta naik terhadap
al‘ .

Misalkan E,- merupakan parameter yang
mempengaruhi biaya produksi fisik dari produsen
i, Dinotasikan biaya produksi fisik produsen /
sebagai C(A.,-,E',.)EC()L,-). Diasumsikan biaya
produksi fisik marjinal, C(,, 76,-) turun terhadap

Bi-



Produsen § merupakan fasfer producer
dibandingkan produsen j jika s >p;, lower
variability producer jika waktu proses produsen i
memiliki koefisien keragaman (coefficient of
variation) yang lebih kecil dari pada produsen j,
o, <oy, dan lower cost producer jika

C'(A,8:)<C (A,f,) untuk semua A2 0. Hasil
berikut menunjukkan bahwa jika produsen i
merupakan faster, lower variability, dan lower
cost producer maka pada saat kesetimbangan

- *
produsen i akan memperoleh pangsa pasar, 4;

dan keuntungan, 7[,-(13‘,1:) vang lebih besar
daripada pesaing-pesaingnya.

Akibat 4.2. Jika a;sa; dan 23,.2 I’:‘j untuk

ijeN", i#j, maka pada kesetimbangan

A 2 &, dan 7 (P72 2w (PR 25).
Bukti. Lihat lampiran 6. O

Produsen mungkin saja memiliki harga yang
lebih rendah dan waktu pengiriman yang lebih
lama atau memiliki harga yang lebih tinggi dan
waktu pengiriman yang lebih cepat. Produsen
dengan kemampuan proses yang lebih baik
cenderung untuk berkompetisi dalam hal waktu
pengiriman yang berakibat langsung pada harga
scsuai dengan waktu pengirimannya terscbut,
sedangkan produsen yang memiliki keuntungan
dalam biaya produksi yang lebih baik cenderung
untuk berkompetisi dengan menetapkan harga yang
lebih rendah. Sebagai contoh, produsen i adalah
Jast producer (u; lebih besar) dan keragaman

wak(u prosesnya sangat kecil (o; sangat kecil)

dibandingkan produsen lainnya. Maka, waktu
pengirimannya sangat cepat dan harga yang
ditetapkannya lebih tinggi dibandingkan lainnya.
Tidak demikian halnya pada produsen yang tidak
memiliki keuntungan seperti di atas, di mana
produsen seperti ini akan memiliki waktu
pengiriman yang lebih lama dan harga yang lebih
kecil. Hal tersebut di atas dapat ditunjukkan
sebagai berikut.

Akibat 4.3. AMisalkan produsen i dan j, i#],
memiliki distribusi waktu proses dengan rataan
dan ragam yang sama, yakni jy=p; dan

o;=0;. Jika B,-af;’j, maka pada saal
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kesetimbangan produsen i akan memiliki harga
yang lebih rendah dan wakiu pengiriman yang
lebih lama daripada produsen j, yaitu berturut-
turut p; < p; dan W(A;,2)2 W(fj,&j).

Bukti, Lihat lampiran 7. O

Jika snatu produsen memiliki biaya produksi
fisik marjinal lebih rendah, akibat 4.2
menunjukkan produsen tersebut akan menguasai
pasar yang lebih besar, ,1:- 2 /1:- . Produsen dengan
harga yang lebih rendah berakibat kualitas
pelayanannya semakin rendah (akibat 4.3). Dalam
hal ini, kualitas pelayanan dapat diartikan sebagai
waktu pengiriman.

Berikut akan ditunjukkan suatu kasus tentang
harga dan waktu pengiriman svatu produsen pada
saat biaya produksi fisik marjinalnya adalah
konstan.

Akibat 4.4. Misalkan dua produsen i dan j, i#J,
memiliki biaya produksi fisik marjinal konstan,
yakni C, ($)=x; dan C‘J-'(O):xj. Lebih lanjut,

produsen i merupakan faster, lower variabjlity

producer dibandingkan dengan produsen j.

1. Jika produsen i memiliki biaya produksi
marjinal yang lebih rendah, yakni k; Sk,
maka pada  kesetimbangan  persaingan,
produsen i akan memiliki pangsa  pasar,
contribution margin  yang lebih besar dan
tingkat utilitas yang lebih tinggi, yakni:

* * * * "
Aiz Ay, pi —K; 2p;—k; dan p; 2 p;,

dengan p] = A |ty untuk e N .

2. Jika produsen i memiliki biaya produksi
marjinal yang lebih besar , yakni x; 2K,
maka pada kesetimbangan  persaingan,
produsen i akan memiliki harga yang lebih
tinggi serta waktu pengiriman yang lebih cepat,
yakni: p; = p; dan W(A,&,) sW(A;,&;).

Bukti. Lihat lampiran 8. O

Hasil pertama menunjukkan bahwa jika biaya
produksi fisik linear, maka faster, [lower
variability, dan lower cost producer tidak hanya
memiliki pangsa pasar dan coniribution margin
yang lebih baik akan tetapi produsen tersebut akan
memiliki wtilitas kapasitas yang lebih besar.

Perhatikan bahwa p; 2 p; ckivalen dengan



x4
Zi>-L Hal ini berarti produsen dengan
Hi Juj

kapasitas yang lebih besar akan menguasai pasar
lebilr besar pula. Sebagai contoh, jika kapasitas
produsen i adalah tiga kali lebih besar kapasitas
produsen j, (x; =34;). Maka produsen i akan
memiliki pangsa pasar lebih dari tiga kalinya
pangsa pasar produsen j, (4; 234}).

Hasil yang kedua menunjukkan faster, lower
variability, dan higher cost producer cenderung
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berkompetisi dalam hal pengiriman dengan
menawarkan waktu pengiriman yang lebih singkat,
tetapi produsen tersebut akan menetapkan harga
vang lebil tinggi. Dari bagian 1 dan 2 dari akibat
4.4 di atas, jika produsen i dan j memiliki biaya
produksi marjinal yang sama, maka faster, dan
lower variability producer memiliki pasar yang
Iebih besar, coniribution margin yang lebih baik,
harga vang lebih tinggi, wakiu pengiriman yang
Iebih singkat, dan utilitas kapasitas yang lebih baik.

V. KESIMPULAN

Dalam pembahasan di atas telah ditunjukkan
pada saat biaya produksi fisik marjinal produsen
adalah konstan, maka faster, lower variabilify, dan
higher cost producer akan memperoleh harga
yang lebih baik dan waktu pengiriran yang lebih
singkat, sedangkan produsen yang memiliki

keuntengan dalam hal biaya produksi namun tidak
memiliki kemampuan proses yang lebih baik
dibandingkan pesaing-pesaingnya cenderung
bersaing dengan menetapkan harga vang lebih
rendah dan waktu pengiriman yang lebih lama.
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Lampiran 1, Pembuktian Lema 3.2:

Lema 3.2. Misalkan konsumen mempunyai syarat proses yang identik, waktu proses produsen i menyebar
eksponensial dengan rataan waktu proses 1/ dan static preemptive priority berloku. Maka
> @)L (z,A;) adalah naik dan strictly convex pada 4;(z).
sl
Bulti:
Dengan kebijakan static preemptive priority diterapkan, berarti dapat dibuat aturan prioritas dari tipe

konsumen sebagai berikut:

e()/v(l) = c(2)/v(2) 2 -2 c(m)/v(m} . (D
Karena konsumen mempunyai syarat proses yang sama, maka v(z) sama Vz e M, jadi diperoleli:
c(l) 2 e(2)z---z clm) . .{2)
Tanpa mengurangi sifat keumumannya diasumsikan vizj=1, Vze .
Karena
Wiz i)'—"—”yi i=L2,--,n (3)
H * Bz_l Bz 3 A3 > A
di mana By =1
Z
2 A4(k)
B, =1-#2L.—| z=1,2,,m A
H
maka
Li(z,4) = 4 (2W;(z. 4)
A 1
Hi Bz-—le
=p.(z)" {5
£i(2) BB’ (5)
di mana p,(z) = 4@ . ..(6)
i
Dari (4) dan (6) diperoleh:
WA
B. = 1~ k=1
i Hi
=1- S AE 4
k=1
=1- i £i(k)
k=l
=1-a(z) . oY)
dimana a;(z)= ¥ p; (k) . {8)
k=1
Dari (5) dan (8) diperoleh:
LAy =2
BZ-IB:

_ £;(2)
(-a(z-1))-A-gq(z)
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1 . (9
(-a(z) (-az-D)
Dari persamaan (9):
1w - " l 1
L(z,A)= : -
ZeOLEA) Edﬂa~mm>(hmu—m]

e e, @ o2
l-a,(1) 1-4(0) 1-4(2) 1-a()
em-1)  c(m— 1) . cm) c(mn)
1-g(m-1) 1l-aqm-2) l-a(m) l-g(m-1
_ e(0) - c(l) . () ~ ¢(2) + e(2) —(3) b e(m—=1) —c(m) + c(m) —c(m +1)

1-a,(0) 1-a(1) 1-a,(2) 1—a;(m-1) 1-a;(m)
m 1
—E)(C(Z)—C(Z'f'l))'m , .. (10)

dengan ¢(0)=0 dan c(m+1)
Dari persamaan (2):

1l
o

c(D)—-clz+ )20, VzelM . LD

Karena (10) dan (11) berlaku, maka untuk menunjukkan bahwa fungsi ez, i,-) adalah fungsi naik

z=1

dan strictly convex terhadap variabel A;(z), cukup ditunjukkan bahwa fungsi (T--—}U sebagai fungsi
—-a(z

dari variabel A.(z) naik dan strictly convex, yaitu turonan pertama dan kedua fungsi tersebut terhadap
A;(z) bernilai >0.

Misalkan
1
r{4{z)) = Tz
U
1- 3 20)
k=1
} 1
@—i&wwm]
k]
o 1/ g
o4, (z) : 2
(g
_ Vo 50



( ZF (k)/ﬂ,]

"a|to

H;

aﬁf
(z) [ Zﬂ,(k)!#,J

{1 - zil(k)fnulj

_ B

&—gm&ﬂ

dimana 0< ¥ (k) <1.00
k=1

15
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Lampiran 2. Pembuktian Lema 3.3:

Lema 3.3. Misalkan konsumen memiliki prioritas sama. Jika waktu proses produsen i, Vie N ftidak
menyebar eksponensial dengan rataan waktu proses 1/ y; dan ragam 0',?. Maka fungsi cL (%) adalah
naik dan strictly convex terhadap ;.

Bulkti:
Karena konsumen memiliki prioritas sama, yaitu biaya tunda untuk masing-masing tipe konsumen
adalah sama, ¢(z}=¢,Vz e M ; dan service requirements untuk masing-masing tipe konsumen adalah

sama dan diasumsikan sebagai v(z) =1,Vz € M , maka kebijakan yang dapat diterapkan oleh produsen i,

Vi e N adalah FIFO.
Misalkan T; merupakan peubah acak dari waktu proses produsen /, ¥ie N dan T; tidak menycbar

cksponensial. Karena

ET )=y, ,i=12n (D
var(T,-):o‘,-z, i=12,-,n . ()
dengan kebijakan FIFO dan dari formula Pollaczec-Khinchine diperoleh:
22
" .) .
1,0 = 4, + AL G e

20— KET))

dimana A merupakan intensitas kedatangan konsumen yang datang pada produsen i, Vie N .
Dari (1), (2), dan (3):

2 2
Li(li) - /%,E(Tl) 4 ’1!' (E (T;) + Var(Ti))
2(1 - LE(T)
2 2, 2
IRV AL liv)
201 = A, -1 )
201/t 252
=’1i'l/#i+;{’j 1/#1 (1+#10—r)
204V p3)
2
29,
= p; Pt (@
(1-p2)
dimana g; = L dan 0 < pg; <1 .. (5
i
22
g, _—.M . .. (6)
2
Dari persamaan {(4):
. 2
2.
oLi(A) = py + L (D
(i-p)

Karena (5)-(7) berlaku, untuk menunjukkan bahwa fungsi cZ; (%) naik dan strictly convex terhadap
A, , cukup dengan menunjukkan bahwa Z;(%) naik dan strictly convex, yaitu turunan pertama dan kedua
fungsi tersebut terhadap A, bernilai >0.



21~ 41/ 1)
A A b

£ ,U,-g (& —4)

ﬂ_[l_..&._e_]
H (g —4)

LA =4 -Vu+

ay _ 1, A6 +i"6,-<p,-~m—w,--(—1)}
2
o4 u| (-] #| (4~ 4)
_1[, 40 ] A afy,.—ﬂ,-ﬂww,}
Hi | (-4 #)| (ﬂi—'zi)z

1 1+ A0; +ﬁ G, 2j|
ml =AY sl (-4
[y, 4 ), 46,
Wi W= (-A)

0

Y (15— 4)° (- 2"
_ i[ﬂfuf = 40, + A8, ]+ 0,0 = 4)" + 26,4y = 3)
(- 27)2

&Ly ;{6:-(#, ~4)- 46, -(~l)}+9,-<y,- — AP = 40,2 ~ A)

y (-4
_1 [ 014 ]+0f(pfﬂﬂf>{(yf—ﬂf>+2&3
Ml (g = A) (s~ A4)°*
) (2 e %3

(i = ) (ty ~ &)
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Lampiran 3. Pembuktian Lema 3.4:

Lema 3.4. Misalkan ZC(Z)L‘- (z,«_i,-) naik dan strictly convex terhadap A (z}. (15',(15: dien)
zeM
merupakan kesetimbangan persaingan dari permasalahan :
fmax z P@A4 @~ [ZC(Z)L (2, 4)+Ci (3]
< zeM
terhadap A;(z}=0

Jika dan hanya jika terdapat ¥ (2)20 sedemikian sehingga kondisi berikut terpenuhi:

P @) -v(z, X)) +7{ (2)=0 (D
¥i (@7 (2)=0 e
¥i (2)20 .. G)
X (2)20 (@)
> 4(2) = d(z, P*(2)) - (5)

feN
Bulti:
Permasalahan produsen i dalam memaksimumkan keuntungan pada saat harga atap P dapat

dinyatakan sebagai berikut:

max Y. P(z)A;(2)~[ Zc(z)L (z,2,)+C;(A)] .. (6)

‘l.lem+ zeM

terhadap A (z2) = 0 .

Misalkan fungsi obyektif pada (6} adalah

= 3 P@A4(@) -1 Te@Li(z4)+Ci ()] (D
reM zeM
karena ¥ e(2)L;(z, ;) +C;(1;) adalah fungsi konveks, maka
zeM

oK mo o BL(xA) 8C(4)
= _ 1 (] ] L . 8
o T O ) | ®

8°L,(x,4;) 0°C,(4;

VK (FomTlnh) 2, )

AA%(z) a4 (2) 84 (2)

Jadi fungsi K adalah fungsi konkaf terhadap ;1:

Pertama, akan ditunjukkan pada saat kesetimbangan kondisi (1)-(5) berlaku.
Pada saat kesetimbangan , berlaku kondisi dimana permmtaan akan sama dengan penawaran, yaitu:

T4 (2) =d(z P (2)). - (10

ieN
Pada saat kesetimibangan, intensitas produksi ;IT merupakan solusi optimal dari permasalahan (6)yang

berarti fungsi objektif pada pernyataan (6) adalah maksimum pada saat ﬁ: , yaitu :

K(A) < K(A). (1D
Dari (11), persamaan (7 akan maksimum pada saat /'1-,- = i: . Maka berdasarkan lema 2.3 diperoleh:
[ oK ] <0 . (12)
a4 (2) Q=T

Az )[m ( )} =0. L (13)
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Dari (8), (12) dan (13) diperoleh:

P'z)y-v,(z,4)<0 . (14)
AP (D - vz 4)]=0, - (15)
dimana v,(z,4) = ic(x) Ok, o) .. (16)

o oA(z) 04D
Dengan menambahkan peubah slack tak-negatif, y: ()20 , VieN dan VzeM pada
pertidaksamaan (14) diperoleh:
P2y -v,(z.K)+yi (2)=0. )
Dari (15) dan (17) diperolel:
L@y (z)=0 .. (18)
Dengan demikian jika (P, ():-' );cn) merupakan kesetimbangan persaingan dari permasalahan (6)

maka kondisi berikut terpenuhi:

P2y -vi(z,5) +7,(2)=0 .. {19}
2@y (2)=0 .. (20)
4(z)=0 .. 2D
7i(2)20 Q2
_gﬂ? (2)=d(z,P"(2)) .. (23)

Sclanjutnya akan dibuktikan untuk arah sebaliknya, yaitu jika (19)-(23) berlaku maka kondisi (11)
berlaku. Dari (9) telah ditunjukkan bahwa fungsi obyektif dari permasalahan (6) adalah konkaf'.
Karena K konkaf yang berarti

K(A-0Z +1)2(0-nK(E) +K (%) , 0=<1<1 . (24)
maka
K(E -t +1A) 2 K(L) - 1K () +1K ()
o K&+t - 02 KB + 1K) - K(E)
& KOy +1(, - TN - KO 2 (K () - K(A))
o QDK +1(E - L) -KAD 2 (KA) - K()
& (VU OIKCE +1(E, - AN -KED < (KD -KA))
e Tim (U OIK L +1(E ~ )~ KA < imK (4) - K (4,)

=0

oK } <K& -K@A) .. (25)
=%

= T G4 (z)){ 70

Karena (19)-(20) berlaku, maka:

' Definisi. Misalkan X e K © ™ dimana X adalah himpunan konveks, Fungsi f dikatakan konveks  jika untuk sebarang
X dan Xz pada £,
FOSA=DSX))+1(X,), 0]
untuk setiap X = (1-1)X,; +tX,
- Suatu fungsi f dikatakan konkaf jika —f konveks
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* aK 7 e _ —_
3 G20 52 ()] SKGD-KC)

* oK 3K . _
A A KA -K
ﬁ:gf( (Z){aﬂs(z)]zﬁi: Mz)[aﬁf(Z)LJf) EE

8K ., _
& K@) -KG, .. (26
< :gf '(z)[aﬂ.(z)] (4) - K(A) (26)

T

-

A=Ay

Karena 4;(z)=20 dan [ oK ] <0, maka mas kiri dari pertidaksamaan (26) bernilai tak-
[#)

negatif, sehingga:
S 0<K(A)-K(A)
oK) S K@) {27
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Lampiran 4. Pembuldian Proposisi 3.5:

Proposisi 3.5 Jika (}3*,(:1;),.&”) merupakan kesetimbangan persaingan, produksi yang

meniininmumkan total biaya produksi produsen dan penundaan konsumen dipengaruhi oleh pemenuhan
permintaan. Lebih lanjut, harga atap untuk konsumen fipe z sama dengan biaya atap marjinal
(marginal full costs) produsen yang melayani konsumen tersebut dan tidak lebih tinggi dari biaya atap
marfinal produsen yang tidak melayani konsumen tersebut,

Bulkti:
Permasalahan minimisasi total biaya produksi produsen dan penundaan konsumen yang

dipengaruhi oleh pemenuhan permintaan pada saat harga atap P”, dapat dinyatakan sebagai:

min ¥ { @)Lz 4) + G

IeR™ieN zeM
terhadap Y. 4,(2) =d(z, P"(2)). (D
e
Pada saat kesetimbangan persaingan, intensitas produksi A merupakan solusi optimal dari
permasalahan (1), jadi 2 memenuhi kondisi Kuhn-Tucker untuk programa konveks (1).
Pertama, akan diturunkan kondisi Kuhn-Tucker untuk permasalahan (1). Fungsi Lagrange untuk
permasalahan (1) adalah:

K(LE) = TL XLz A) + Gy - 5 £@d(z, P (2) - T4(2)] ()
ieN zeM zeM icN
dengan &(z) =0 adalah pengali Lagrange. Turunan pertama persamaan (2) terhadap A,(z) adalah:
oK _ oo ALi(xA)  6C(A) 3
e %0 e 9 -G
Dari lema 2.3 diperoleh:
[ oK } =20, i=1,2,..,n .4
04;(z) i=T
l:(z)[ oK } =0 . . (5)
BA,- (Z) ﬂ;:j:
Dari (3), (4) dan (5) diperoleh:
vi(z, 4) £ (2) 20 .. (6)
k@)W, A) - & (2)]=0 (D
A(z)20 .. (8)

w2 BL(xA) 8GR
dengan v;(z,4) = ¥ e(x)——"=+ .
e 2O 50 e
Dengan mengurangi pertidaksamaan (6) dengan peubah excess tak-negatif, 6,.* (z) = 0 diperoleh:

vz, 4) £ (@) -8 (2)=0. - - (9)

Dari (7) dan (9) diperoleh:

X@2)5(2)=0 . .. (10)
Dengan demikian diperoleh kondisi Kuhn-Tucker untuk permasalahan (1), dan dapat dinyatakan
sebagai berikut:

vi(z,4) - £7(2) - 8 (z) =0 . (1)
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L@ (=0 (12
8(2)20 .. (13)
A(z)=0 . (14)

Selanjutnya akan ditunjukkan harga atap untuk konsumen lipe z sama dengan biaya atap marjinal
(marginal full costs) produsen yang melayani konsumen tersebut dan tidak lebih tinggi dari biaya atap
marjinal produsen vang tidak melayani konsumen tersebut.

Karena (f_", (:1: )iEN) merupakan kesetimbangan persaingan, maka dari lema 3.4 dan (11), dengan

memisalkan £ '(z) =p* {z) untuk semua z dan 5: (z)= 7': (z) untuk semua z dan /, maka:

1. Jika produsen i, i € N melayani konsumen tipe z, z € M/ yang berarti ,«1:(:) > 0 maka

diperoleh:
P2 =v,(z,4). .. (15)
2. Jika produsen i, i e N tidak melayani konsumen tipe z, z € M yang berarti /J;(z) =0 maka
diperoleh:
P'@<v(z1). ..(16)

.0
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Lampiran 5, Pembuktian Proposisi 4.1:

Proposisi 4.1. Di bawgh kondisi a-c, terdapat kesetimbangan persaingan yang unik. Pada
kesetimbangan , terdapat himpunan dari produsen akiif N vakni ):; >0 jika ie N~ dan /'1‘,:- =0
selainnya. Untuk setiap ie N*;
P'= d-'[ zz}} =eL(A)+C (&) . - (D
JeN
Bulkdti:

Misalkan konsumen homogen, waktu proses tidak menyebar eksponensial dan proses kedatangan
diasumsikan sebagai proses Poissor. Permasalahan maksimisasi keuntungan pada produsen / pada saat
harga atap P adalah sebagai berikut:

n}%axP;L,- —[eL(A) +C(A4)N. .. {2)
]
Misalkan s(P)= ¥s,(P) merupakan intensitas produksi agregat pada saat harga atap F.
ieN
Pertama, akan ditunjukkan s(P) merupakan fungsi tak turun terhadap P, yang berarti jika hargaa
semakin tinggi maka perusahaan cenderung untuk menawarkan produknya lebih banyak.

Pada saat kesetimbangan, syarat periu diperolehnya solusi optimal (P, 2: } untuk permasalahan

(2) adalah turunan pertama pernyataan (2) tethadap A, sama dengan nol, yaitu:
P —[eL(£) +C' (4] =0 .(3)
o P =cL(X)+CA). (4
Dari asamsi diketalmi cL(A; )} + C(4;) naik dan strictly convex terhadap A;, maka turunan pertama
persamaan (4) terhadap A; adalah:
dP(A)
*
yang berarti P merupakan fungsi tak turun terhadap A;. Dengan demikian, berdasarkan hukum
penawaran, jika harga semakin tinggi maka produsen cenderung untuk menawarkan produknya lebih
banyak lagi, sehingga s(”) merpakan fungsi tak turun terhadap P .
Kedua, akan ditunjukkan harga atap pada saat kesetimbangan adalah unik. Pada saat
kesetimbangan, permintaan akan sama dengan penawaran yaitu:
d(®) = s(e). .. (6)
Misalkan P]* dan P; merupakan dua harga atap yang berbeda dan P]* > P; . Dari Aukum permintaan,
d(») merupakan fungsi turun terhadap P, maka
By =d(R)) <s(B) =d(B), (D
akan tetapi pernyataan (7) kontradiksi dengan kondisi bahwa s(P) merupakan fungsi tak turun

=cL'(A)+C (4]) >0, ..(5)

terhadap P . Dengan demikian, haruslah P; = P; .
Selanjutnya akan ditunjukkan pada saat kesetimbangan kondisi (1) berlaku. Pada saat
kesetimbangan berlaku :
S A =d(P"). (8
felN
Sehingga dari proposisi 3.5 dan invers dari (8) terlibat terdapat himpunan produsen yang aktif, N*
dimana Af >0, ie N*, sehingga:

P*=d”l[ z,aj.J=czj(,1§)+c'(A;) .(9). 0

jeN
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Lampiran 6. Pembuktian Akibat 4.2:

Akibat 4.2. Jika &; <&; dan E’,- z ,5‘ ;wntuk i,j e N *i# j, maka pada kesetimbangan A, 2 A:- dan
(P Ay 2 2, (P A)).
Bulti:

Pada kesetimbangan, dari proposisi 4.1, untuk 7, j e N *i#j berlake kondisi berikut:

P =cL(A)+C(L)y=cL (A} +C'(A)) . (D
Misalkan @; <@, [;’,- >f ;. dan /1; < /1} .Karena L (ﬁ: ,&;} merupakan fungsi naik terhadap A; dan

&; , yang berarti

cL (X, &) <cL(A},&,). (D)
Karena C'(A, ) merupakan fungsi turan terhadap B, dan naik terhadap 2.;, vang berarti:
C4,B)<C 5,8y - .3)
Dengan menambahkan (3) pada (2) diperoleh:
eL(A,8)+C (4, B) <cL(A;,@)+C' (L, B, e

kontradiksi dengan pemnyataan (1), sehingga terbukti .‘A‘,}‘ = A;- .
Didefinisikan keuntungan produsen /, i e N° pada saat kesetimbangan sebagai:

w (P, A0y =P A, —cL(A)-CA)). .. (5)
Kemudian akan diperlihatkan bahwa keuntungan produsen / akan lebih besar dari produsen j, yaitu:
m(P A2 m(PLAy),  ijeNTi#]. . (6)

Misalkan @; <a;, ﬁ,- 2 B s /1; >0,dan 1< A; maka dari (4) dan (1) diperoleh:
eL(A,&)+C (4, B < L (A, E) + C' (4, B) =P’
o P —cl(4,8)-C(A,5)=20
untuk sebarang A 2 0 . Demikian pula halnya jika &; <&;, ﬁ,— > ; dan >0 berlaku:
eL(Ad)+C (4,5 < cL(Aa)+C (L)) . ...(8)
Sehingga dari (5), (7) dan (8), keuntungan produsen / dan j adalah:

.7

Ay _
(P A = [{P" - cL(A,3)-C (4, 5,)}dA
0

.
> [ (P ~eL(a,a) - C (A B)idA
0

A -
> j{P* —CLI(A,&J-) “C’(ﬂ':ﬁj)}d’l
)

=7,(P", 4p)
L. (90

? Teorema (Pendiferensialan Suatu Integral Tentu) .
Andaikan fkontinu pada selang tertutup [a,b] dan andaikan x sebuah variabel titik dalam [a,b]. Maka

Dfo(t)dt} = 1.
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Lampiran 7. Pembuktian Akibat 4.3;

Akibat 4.3, Misalkan produsen i dan j, i+ j, memiliki distribusi waktu proses dengan rataan dan

ragam yang sama, yakni p; =y; dan o, =0c,. Jika ﬁ,- 2 ﬁ |+, maka pada saat kesetimbangan
produsen i akan memiliki harga yang lebih rendalt dan waktu pengiviman yang lebih lama daripada
produsen j, yaitu berturut-firut p; < p;- dan W(A,,&,)2 W(l},& i)
Bulti:

Berdasarkan akibat 4.1, jika @; =@ dan Bizp ; maka AF 2 2.}. Pertama, akan ditunjukkan
WL.a)y=w (/1’;,& ;). Untuk menunjukkannya, cukup dengan menunjukkan babwa W (,1;,&,-)

merupakan fungsi naik terhadap A;, yaitu turunan pertama W (4;,&,) terhadap /I? bernilai 20,

WO, ) =+ —
Hio g - A)
d ¥ oo &
*W(ﬂ.,-,a’,-)=—+220, (1)
di; (= 4)
yang berarti merupakan fungsi naik pada /1;. Dengan demikian, jika ,1? p l} maka:
W(E,&) 2 W(L,8,). (@

Kemudian , akan diperlihatkan bahwa harga pada produsen 7 akan lebih kecil daripada harga pada
produsen j, yaitu p; < p; . Dari (2) diperoleh:
W, &) 2 W(i,.a,)
W (A,3) > cW(4;,&;)
—cW (X, &)< -cW(L,.&,)
P oW (#,a)< P —cW(4,&,)

t ¢ ¢ ¢

P <p;
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Lampiran 8. Pembuktian Akibat 4.4:

Akibat 4.4. Misalkan dua produsen i dan j, i = j, memiliki biaya produksi marjinal konstan, yakni

C,-I(') =); dan C j’(-) =K ;. Untuk lebih lanjut, produsen i merupakan faster, lower variability

producer dibandingkan dengan produsen j.
1. Jika produsen i memiliki biaya produksi marjinal yang lebih rendah, yakni x; <K ;» maka pada

kesetimbangan persaingan, produsen i akan memiliki pangsa pasar, contribution margin yang
lebil besar dan tingkat utilitas yang lebih tinggi, vakni: /‘L’: P /1?,-, p: —K; 2 p; —x;, dan p: 2 p;f,
dengan @, = A [y untuk e N .

2. Jika produsen | memiliki biaya produksi marjinal yang lebih besar , yakni r; = i ;, maka pada
kesetimbangan persaingan, produsen i akan memiliki harga vang lebih linggi seria waktu
pengiriman yang lebih cepat, yakni: p; = p;- dan W{l;,&;) < W(R},Ei i)

Bulti:
Misatkan p; 2 g5, p;0; < pjo; akan ditunjukkan dengan W (4;,&;) 2 W (A;,&;) maka:
10, 10,
"1191 22 7o = (1)
(; = &) (u;-45)
Hal ini terlihat sebagai berikut:
Pertama, akan ditunjukkan W (4,,a;) merupakan fungsi naik terhadap 4;.
A8,
W(ﬂ-,-,&,-)ﬂi+—' : ()
Hio mi(u—4;)
g,
iW(i,-,&,-):—————‘——-—;zO, e
dd, (e = 4)°

yang berarti W (4,,d;) merupakan fungsi naik terhadap A;. Misalkan dinotasikan (4, a;)=#;.

Kedua, akan ditunjukkan jika W (4, &) = W(A;,&;) maka:
4, A8,
40 22— . ()
(i =) (-4

Dari persamaan (2} diperolch;

ivi = ,'PV,' -1 (5)
(15— 47) # ’
dan
- ﬂr(#rW’l —1) (6)

"G -1
dengan 8, = (L+ plo?) /2.



Dari (6) diperoleh:

RETRI AR
L= =y MW — 1)
8, +(u; W, -1
_H @; + (W, =) — pt; (W, = 1)
8; +(1;W; -1
- w0, + gy QW =0 — p (W, = 1)
8, +{(u; W, ~1)
_ 40,
O; +(pl¥; = 1) .
Dari (7) diperoleh;

(D
I 8+, -1
= A

i 1;6;
Dari {5) dan (8} diperoleh:

(8
46, W -1
(=40 = 4)
W 1) (@ + 1 W 1)
- 0, 1
~ @, + 1, W, -1 (u; W, -1

6, Hi

6;

)]
Hi

Selanjutnya dengan u; 2 g;, u;0; S py0; atau 6; <&;, dan W, =W ; akan ditunjukkan

[1+—————(“'m _1)J[W,.- ! )2(14»——(#%—1})[?* .-—l)_
o; &y g

7
Hal ini dapat terlihat sebagai berikut:

... {10}
j Hy
W, 2 W,
<=> HiWy 2
il -1 > ‘uij -1
6, g,
. 1 W. -1
o 1 BT (1D
&; a;
dan
#izpj
- 1.1
zur ﬂ}
- 1. 1
Hi Hj
1
o W——2 W, -—.
Hi Hy

(12
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Dengan demikian dari (11} dan (12) diperoieh:

(1+MJ[LV‘,_L}2 1+M W,__.,.L. , L {13
o; H; g, ’ Hi ).

A6, > f ] )

(#; “’1:)2 (4 "'1,‘)2

Misalkan ijeN, i=J, /1; >0 dan A} >0 pada saat C' (4], ﬁ,) =i, , untuk /=i, j. Pada saat
kesetimbangan berlaku:

terbukti bahwa

P" =cL'(%,&)+C (4, 5;) o (14)
dengan
e = .. 26
L(A’I:al)=Wi(Z'hal)+#” . .. {15)
(g =44}

Dari (14) dan (15) diperoleh:

. . - A6,
P’ =g W(ﬂu,-,cx,-)-i--——w——-fg"—2 +K;
(t; —4;)

* . (16)
... A8,
= W{H,J-,aj)+———;——5— +1Cj
(4 “;Lj)
* . '8, 1.8,
o dWE,a)-W,a,)+ ’1'9'* — Tk -k =0. (7
(=20 (uy=23)

Misalkan produsen / merupakan faster, lower variability producer dibandingkan dengan produsen j.

1) Kasus «; <«,, akan ditunjukkan }L; > A5, pr—K; 2p:- -k, dan or Ep; .
Pertama, akan ditunjukkan 1; 2 A} . Berdasarkan akibat 4.2 terbukti bahwa 2; 2 A} .

Kedua, akan ditunjukkan p; —-K; 2 p; -k ;. Misalkan kondisi (16} berlaku, kemudian dengan

eW(A;,@)=P" —p, ,I=ij maka:

@(p:—x,-)—(p;w,-)w[ Lot e

Misalkan
40 A38; <
i~ &Y (- AY
maka (19) berakibat W(}L:_.a',-)—-I/V(A:-,& 1)<0, dan sisi kiri pada kondisi (17) bernilai negatif,

0, - {19

kontradiksi. Sehingga (18) haruslah tak negatif, yang berakibat p: —K; 2 p; -K;.



Ketiga, akan ditunjukkan ,0; z p;. Persamaan (17) dapat dinyatakan scbagai:

0. A%,
| WA ,a,)~ (A, &)+ j"g; b e~k =0
i) Wy - A
1 A0 1 A0, 20, 10,
<o —dh—— - 7 +E, —K; =0
Mo i =2) ) Ly #,(ﬂ, ﬂ,-) ;- %)? (u, -17)
I 1 1 ") oY ud,
@C[_ P;#:: J_ LN PJ/“JJL +{ P #49; 2)_ p.i"ul*.r |k, ~x; =
i mGs - ) o =) )\ (= o) (= pjt)”
¢ (L £ib; J -l—+ P 0 pﬁj. || =55~k
4 (1 p,) rf,(l oY)\ m-pp w(-p))
e |14 =Lt p"”Ja,- SRR Y R S N V| R S )
2 -p) A-p) Hy (t-p;) A-p;)

Pertidaksamaan (20), dan ;2 u;, ;0

pi = pj.
I -3— 1+

Hi
1+[

*

PP
a-p) (-p]

pi j2
*) 2 ]61 J

—
A-p) Q-p]

*

o pi

Spjo; atau ; <6;bersama-sama menyebabkan

¥

Hal tersebut dapat teriihat sehagai berikut:

*)2}9"”20 ﬁ?{”[
i

»

pj * + pja«
1-p)) -p;
£ 7

a-pp) A-p;

*

pJ 2

a-p

p
1+( + - 2]95]2 1+[
\ (I-p;)

(- p,) a-p))?

F

. « * *
- Pf' + Pf* _’]9‘.2 PJ’ * pJ* 19,
(=p;) (A-p) A=-p;) (A=p;)
o2y pf'ﬂ]> 2 P |9
a-o d-pn? ) (acep a-p7 )8
*a-pty pl-p) .
@ PLQmp)  PIQTP)  y kei

(A-pH)?*  (A-pp)?

S 2p;-

2D



2) Kasus x; 2 x ;, akan ditunjukkan p,-' = p; dan W (2.:,&,-) <W (A},& i
Pertama, akan ditunjukkan W(4;,@;) <W(X;,&;). Misalkan W(%;,&;)>W(1;,&;) dan &, 2« .
Maka dari (1) berakibat;
"0, 230
;“‘8', -—7 g, - (22)
@i~ w-4)

vang berarti sisi kiri dari persamaan (17) bernilai positif, kontradiksi. Olech karcna itu. haruslah
W (AT, &) SW(A;,E;).
Kedua, akan ditunjukkan dengan W (3,:,&,.) sW,,a ;) berakibat p: = p; . Hal ini terlihat sebagai
berikut:

WO; .8 )SWA;,aE,)
@P*“P:sp P
4 [

<:>P‘~p,-* SP*—p;

L] L]
= P; Zp;




