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MODEL PENGENDALIAN EPIDEMI DENGAN VAKSINASI DAN

PENGOBATAN

Toni Bakhtiar dan Farida Hanum
Departemen Matematika, Institut Pertanian Bogor

Abstrak. Tulisan ini membahas strategi pengendalian epidemi melalui vaksinasi dan pengo-
batan. Model umum epidemi dinyatakan dalam model kompartemental SIR. Vaksinasi dan pe-
ngobatan diterapkan secara sendiri-sendiri maupun secara simultan dengan fungsional objektif
meminimumkan jumlah individu terinfeksi sekaligus meminimumkan biaya pengendalian. Prin-
sip maksimum Pontryagin diterapkan untuk menurunkan sistem persamaan diferensial sebagai
kondisi yang harus dipenuhi variabel kontrol optimum. Metode Runge-Kutta orde-4 kemudian
digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial tersebut. Sebuah contoh ilustratif
dikemukakan untuk melihat pengaruh efektivitas kontrol terhadap tingkat infeksi.

Kata kunci: model kontrol optimum, prinsip maksimum Pontryagin, model epidemi SIR, me-
tode Runge-Kutta.

1. Model SIR

Dalam pemodelan matematik penyebaran penyakit menular, seperti halnya di hampir
semua masalah pemodelan secara umumu, selalu dijumpai adanya trade-off antara model
sederhana yang mengabaikan banyak detil dan dibangun untuk menjelaskan interksi kua-
litatif secara umum, dan model kompleks yang detil dan disusun untuk menggambarkan
situasi yang khusus. Model kompleks umumnya sangat sulit atau bahkan tidak mungkin
diselesaikan secara analitik sehingga kontribusi secara teori sangat terbatas. Namun demi-
kian di situasi yang sangat khusus, penggunaan model sederhana tidak cukup menjelaskan
sehingga penghitungan numerik menjadi pendekatan yang diharapkan.

Model SIR merupakan model sederhana berbentuk sistem persamaan diferensial bi-
asa yang menggambarkan dinamika keadaan individu dalam populasi. Variabel dalam
sistem dinyatakan dalam bentuk kompartemen sesuai dengan nama model, yaitu kompar-
temen individu rentan (susceptible) dan dilambangkan dengan S, kompartemen individu
terinfeksi (infected) dan dilambangkan dengan I, serta kompartemen individu sembuh (re-
moved) dan dilambangkan dengan R. Model matematik yang menyertainya menjelaskan
pergerakan masuk dan keluar antarkompartemen. Pergerakan tersebut meliputi kelahiran,
kematian, penyebaran penyakit, dan penyembuhan. Transisi antarkompartemen terjadi
menurut laju (turunan terhadap waktu), yang dalam kasus paling sederhana diasumsikan
konstan, seperti laju kelahiran, laju kematian, dan laju penyembuhan.

Pemodelan SIR di bidang epidemiologi pertama kali dilakukan oleh Kermack dan Mc-
Kendrick [9]. Setelah itu, karena kesederhanaannya, model SIR mengalami perkembangan
yang pesat dalam hal penerapannya di berbagai kasus penyebaran penyakit menular se-
perti kolera [20], influenza H1N1 [3, 6, 7], campak [14], leptospirosis [16], AIDS [17], rabies
[4], cacar [12], dan penyakit menular yang disebabkan oleh vektor [15]. Berbagai varian
perkembangan model SIR diajukan untuk membuatnya lebih realistis dan mampu meng-
gambarkan situasi yang lebih khusus, seperti model diskret [3], model dengan waktu tunda
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[7, 16] dan time scales [14], model dengan sumber daya terbatas [8], model dengan saturasi
[10, 11], serta model dengan tambahan kompartemen [4].

Tujuan dari tulisan ini ialah menganalisis efektivitas vaksinasi dan pengobatan dalam
mengendalikan epidemi. Model umum SIR digunakan untuk menggambarkan interak-
si antarkompartemen pada populasi yang terkena epidemi. Pada bab selanjutnya akan
diketengahkan model SIR tanpa kontrol serta model SIR dengan satu dan dua kontrol.

2. Model tanpa Kontrol

Untuk memodelkan epidemi, populasi dibagi menjadi tiga kompartemen, yaitu S, I,
dan R. Banyaknya individu dalam populasi pada saat t yang rentan dan belum terkena
penyakit, terinfeksi dan dapat menyebarkan penyakit ke individu rentan melalui kontak,
dan sembuh tanpa kemungkinan terinfeksi lagi, berturut-turut dilambangkan dengan S(t),
I(t), dan R(t). Dinamika interaksi antarkompartemen mengikuti sistem persamaan dife-
rensial berikut:

dS

dt
= Λ− µS − β

SI

N
, (2.1)

dI

dt
= β

SI

N
− (µ+ d+ r)I, (2.2)

dR

dt
= rI − µR, (2.3)

dengan nilai-nilai awal S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0, dan R(0) = R0 > 0. Pada model di
atas, Λ adalah laju kelahiran yang menunjukkan besarnya penambahan individu rentan
baru ke dalam populasi, µ adalah laju kematian alami, d merupakan laju kematian kare-
na adanya penyakit (disease induced mortality rate), r adalah laju penyembuhan sendiri
menuju kekebalan (self recovery rate), β merupakan laju kontak efektif yang merupakan
komposit dari laju kontak dan besarnya peluang terjadinya penularan akibat kontak, dan
N merupakan populasi total, yaitu N(t) = S(t) + I(t) +R(t).

Model (2.1)–(2.3) memiliki dua titik kesetimbangan, yaitu titik tetap bebas penyakit
T1(

Λ
µ , 0, 0 dan titik tetap epidemik T2(S

∗, I∗, R∗), dengan

S∗ =
(µ+ d+ r)N

β
, (2.4)

I∗ =
Λβ − (µ+ d+ r)Nµ

β(µ+ d+ r)
, (2.5)

R∗ =
rΛβ − (µ+ d+ r)Nrµ

βµ(µ+ d+ r)
. (2.6)

Jika diasumsikan Λ = µN maka keberadaan T2 di kuadran pertama dijamin asalkan
β > µ+ d+ r. Dengan menggunakan metode next generation matrix [5] dapat diperoleh
bilangan reproduksi dasar R0 sebagai berikut:

R0 =
β

µ+ d+ r
. (2.7)

Titik tetap bebas penyakit bersifat stabil jika R0 < 0 dan bersifat takstabil jika R0 > 0.

3. Model dengan Kontrol

Teori kontrol optimum [19] merupakan metode yang dapat digunakan untuk menentuk-
an nilai ekstremum suatu fungsional objektif yang melibatkan variabel dinamik. Proses
memaksimumkan atau meminimumkan dilakukan dengan menyesuaikan peubah kontrol
sehingga nilai maksimum atau minimum tercapai. Peubah kontrol yang menghasilkan
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Gambar 1. Model SIR dengan dua peubah kontrol.

nilai ekstremum disebut sebagai kontrol optimum. Peubah kontrol biasanya merupak-
an fungsi dari waktu dan dapat digunakan dalam berbagai situasi permodelan. Dalam
tulisan ini, dua peubah kontrol akan digunakan, yaitu vaksinasi dan pengobatan, yang
secara berturut-turut dilambangkan dengan u1 dan u2. Dalam hal ini, u1(t) dan u2(t)
dapat dipandang sebagai besarnya dosis vaksinasi dan pengobatan yang digunakan dan
diasumsikan terbatas. Vaksinasi diterapkan kepada individu rentan sedangkan pengobatan
ditujukan kepada individu terinfeksi seperti pada Gambar 1.

Model epidemi dengan pengendalian seperti pada Gambar 1 dituliskan sebagai berikut:

dS

dt
= Λ− µS − β

SI

N
− u1S, (3.1)

dI

dt
= β

SI

N
− (µ+ d+ r)I − u2I, (3.2)

dR

dt
= rI − µR+ u1S + u2I, (3.3)

dengan a1 ≤ u1 ≤ b1 dan a2 ≤ u2 ≤ b2 untuk bilangan-bilangan real taknegatif a1, b1, a2,
dan b2. Kontrol-kontrol optimum u∗1 dan u∗2 dicari sedemikian sehingga meminimumkan
fungsional objektif berikut:

J :=

∫ T

0
(I(t) + 1

2A1u
2
1(t) +

1
2A2u

2
2(t)) dt. (3.4)

Dari (3.4) dapat dilihat bahwa tujuan pengendalian epidemi ialah meminimumkan ba-
nyaknya individu yang terinfeksi penyakit sekaligus meminimumkan biaya pengendalian
sampai periode T , dengan A1 dan A2 dapat dipandang sebagai bobot yang menunjukkan
tingkat kepentingan relatif [2] ataukah biaya struktural [6].

4. Kontrol Optimum

Ada tiga situasi yang akan dianalisis berkaitan dengan penerapan kontrol, yaitu (i)
vaksinasi merupakan satu-satunya kontrol yang diterapkan, yaitu u1 ̸= 0 dan u2 = 0, (ii)
pengobatan merupakan satu-satunya kontrol yang diterapkan, yaitu u1 = 0 dan u2 ̸= 0,
dan (iii) vaksinasi dan pengobatan diterapkan bersama-sama, yaitu u1 ̸= 0 dan u2 ̸= 0.
Prinsip maksimum Pontryagin [19] digunakan untuk menurunkan kondisi-kondisi yang
harus dipenuhi oleh kontrol optimum.
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Secara umum fungsi hamilton H didefinisikan berdasarkan model (3.1)–(3.3) dan fung-
sional objektif (3.4) sebagai berikut:

H = I + 1
2A1u

2
1 +

1
2A2u

2
2 + p1

(
Λ− µS − β

SI

N
− u1S

)
+ p2

(
β
SI

N
− (µ+ d+ r)I − u2I

)
+ p3 (rI − µR+ u1S + u2I) , (4.1)

dengan p1(t), p2(t), dan p3(t) merupakan fungsi-fungsi adjoin yang dapat ditentukan me-
lalui proses pengoptimuman. Syarat perlu optimalitas menurut prinsip maksimum Pontr-
yagin diberikan oleh:

∂H

∂ui
= 0, i = 1, 2, (4.2)

dxi
dt

=
∂H

∂pi
, i = 1, 2, 3, xi ∈ {S, I,R}, (4.3)

dpi
dt

= −∂H

∂xi
, i = 1, 2, 3, xi ∈ {S, I,R}, (4.4)

dan syarat transversalitas. Jika diinginkan titik-titik akhir S(T ), I(T ), dan R(t) bebas
maka syarat transversalitas p1(T ) = p2(T ) = p3(T ) = 0 harus dipenuhi.

4.1. Model Epidemi dengan Vaksinasi. Di bagian ini diasumsikan u1 ̸= 0 dan u2 = 0,
sehingga vaksinasi merupakan satu-satunya jalur intervensi model. Kondisi (4.2) membe-
rikan

u∗1 =
(p1 − p3)S

A1
.

Karena a1 ≤ u1 ≤ b1 maka dituliskan

u∗1 =


a1 ; 1

A1
(p1 − p3)S < a1

1
A1

(p1 − p3)S ; a1 ≤ 1
A1

(p1 − p3)S ≤ b1
b1 ; 1

A1
(p1 − p3)S > b1

.

Bentuk di atas dapat dituliskan dalam notasi yang lebih ringkas sebagai berikut:

u∗1(t) = min
{
b1,max

{
a1,

1
A1

(p1(t)− p3(t))S(t)
}}

. (4.5)

Kondisi (4.3) tentu saja memberikan model (3.1)–(3.3), sedangkan (4.4) bersama-sama
asumsi titik akhir bebas memberikan sistem persamaan diferensial berikut:

dp1
dt

= µp1 + β
I

N
(p1 − p2) + u1(p1 − p3), p1(T ) = 0, (4.6)

dp2
dt

= β
S

N
(p1 − p2) + (µ+ d+ r)p2 − rp3 − 1, p2(T ) = 0, (4.7)

dp3
dt

= µp3, p3(T ) = 0. (4.8)

Kontrol optimum u∗1 diperoleh dengan cara menyelesaikan sistem persamaan diferensial
(3.1)–(3.3), (4.6)–(4.7), dan (4.5) secara simultan.
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4.2. Model Epidemi dengan Pengobatan. Di bagian ini diasumsikan u1 = 0 dan
u2 ̸= 0, sehingga pengobatan merupakan satu-satunya jalur intervensi model. Dapat
diverifikasi dengan mudah bahwa jika a2 ≤ u2 ≤ b2 kondisi (4.2) memberikan kontrol
optimum berikut:

u∗2(t) = min
{
b2,max

{
a2,

1
A2

(p2(t)− p3(t))I(t)
}}

. (4.9)

Kondisi (4.4) bersama-sama asumsi titik akhir bebas memberikan sistem persamaan adjoin
berikut:

dp1
dt

= µp1 + β
I

N
(p1 − p2), p1(T ) = 0, (4.10)

dp2
dt

= β
S

N
(p1 − p2) + (µ+ d+ r)p2 + u2(p2 − p3)− rp3, p2(T ) = 0, (4.11)

dp3
dt

= µp3, p3(T ) = 0. (4.12)

4.3. Model Epidemi dengan Vaksinasi dan Pengobatan. Jika vaksinasi dan pe-
ngobatan dilakukan pada waktu yang sama, yaitu u1 ̸= 0 dan u2 ̸= 0, maka diperoleh
kontrol-kontrol optimum (4.5) dan (4.9), serta sistem persamaan adjoin berikut:

dp1
dt

= µp1 + β
I

N
(p1 − p2) + u1(p1 − p3), p1(T ) = 0, (4.13)

dp2
dt

= β
S

N
(p1 − p2) + (µ+ d+ r)p2 + u2(p2 − p3)− rp3 − 1, p2(T ) = 0, (4.14)

dp3
dt

= µp3, p3(T ) = 0. (4.15)

5. Penyelesaian Numerik

Di bab ini akan diperlihatkan efektivitas penerapan kontrol terhadap penyebaran pe-
nyakit. Nilai-nilai parameter berikut digunakan untuk menghitung penyelesaian numerik:
Λ = 237, µ = 3.86 × 10−5, d = 0.5 × 10−2, r = 0.25, β = 0.46, S0 = 6 × 106, I0 = 11,
R0 = 10, a1 = a2 = 0, b1 = 0.01, b2 = 0.03, A1 = 108, A2 = 2A1, dan T = 200.

Penyelesaian nuemrik diperoleh dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde-4. Pa-
da kasus tanpa kontrol, sistem persamaan adjoin tidak ada sehingga algoritme iteratif maju
(forward in time) dapat digunakan untuk menyelesaikan sistem (3.1)–(3.3) dengan kon-
disi batas di awal waktu. Pada kasus dengan kontrol, sistem persamaan adjoin memiliki
kondisi batas di akhir waktu. Hal ini memberikan masalah tersendiri dalam pembuatan
penyelesai iteratif karena dari enam persamaan diferensial yang akan diselesaiakan, tiga
persamaan memiliki syarat nilai awal sehingga harus diselesaikan secara maju dan tiga
persamaan lainnya memiliki syarat nilai akhir sehingga harus diselesaiakan secara mun-
dur (backward in time). Untuk kebutuhan ini dibuat program komputer bersifat iteratif
untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial dengan tahapan sebagai berikut:

(1) Tetapkan tebakan awal bagi peubah kontrol.
(2) Selesaikan masalah nilai awal (3.1)–(3.3) secara maju.
(3) Selesaiakan sistem persamaan adjoin secara mundur dengan menggunakan infor-

masi yang diperoleh di langkah sebelumnya.
(4) Hitung peubah kontrol baru dengan menggunakan (4.5) dan/atau (4.9).
(5) Perbarui nilai kontrol dengan rata-rata nilai kontrol lama dan baru.
(6) Lakukan iterasi sampai mencapai batas toleransi yang ditetapkan.

Gambar 2 menunjukkan bahwa tanpa intervensi banyaknya individu terinfeksi akan
mencapai puncaknya pada hari ke-63 sejumlah 730 ribu jiwa. Strategi vaksinasi terbukti
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Gambar 2. Banyaknya individu terinfeksi: tanpa kontrol (atas), dengan vaksinasi (tengah), dengan
pengobatan (bawah)
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Gambar 3. Banyaknya individu rentan (kiri) dan sembuh (kanan) masing-masing dengan kontrol
vaksinasi, pengobatan, dan keduanya. Banyaknya individu tanpa kontrol dilukiskan oleh garis
penuh.

dapat mengurangi banyaknya individu terinfeksi hingga menjadi 2300 jiwa (99 persen)
dengan puncak infeksi terjadi pada hari ke-60. Sementara itu strategi pengobatan hanya
mampu menurunkan sekitar 10 persen. Meski banyaknya individu terinfeksi berkurang,
kedua strategi pengendalian membuat banyaknya individu rentan bertambah sedangkan
banyaknya individu sembuh berkurang seperti terlihat pada Gambar 3. Gambar 4 mem-
berikan informasi bahwa program vaksinasi harus dilaksanakan dengan tingkat maksimum
sampai hari ke-48 setelah itu terus diturunkan hingga akhir periode. Sementara itu pro-
gram pengobatan dilaksanakan dengan tingkat 77 persen pada hari ke-63. Jika vaksinasi
dan pengobatan diterapkan bersama-sama maka program vaksinasi harus dilaksanakan
100 persen sementara pengobatan hanya berperan 2.3 persen.

6. Simpulan dan Saran

Tulisan ini membahas penerapan vaksinasi dan pengobatan sebagai bentuk intervensi
terhadap model epidemik berbentuk SIR. Dengan menerapkan program intervensi secara
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Gambar 4. Kontrol optimum dengan vaksinasi (kiri), pengobatan (tengah), dan keduanya (kanan).
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Gambar 5. Hubungan antara laju kontak efektif β dan fungsional objektif J .

sendiri-sendiri maupun bersamaan diperlihatkan bahwa program vaksinasi lebih efektif da-
ripada program pengobatan dalam mengurangi banyaknya individu yang terinfeksi hingga
99 persen dari situasi ketika program pengendalian tidak diterapkan.

Telaah menarik dapat dilakukan dengan melihat pengaruh perubahan parameter model
terhada fungsional objektif optimum. Gambar 5 menunjukkan bahwa semakin sering
terjadi kontak antara individu terinfeksi dan individu rentan yang ditunjukkan oleh β
yang makin besar, maka dibutuhkan upaya pengendalian yang lebih intensif. Akibatnya
fungsional objektif J sebagai performance index juga meningkat. Namun besarnya J
cenderung konstan ketika β ∈ [0.3, 1].

Seminar Nasional Matematika 2014 321 Prosiding



Model Pengendalian Epidemi. . .

Daftar Pustaka

[1] Alkama, M., M. Elhia, Z. Rachik, M. Rachik, dan E. Labriji. 2014. Free terminal time optimal control
problem of an SIR epidemic model with vaccination. International Journal of Science and Research,
vol. 3, no. 5: 227–230.

[2] Bakare, E.A., A. Nwagwo, dan E. Danso-Addo. 2014. Optimal control analysis of an SIR epidemic
model with constant recruitment. International Journal of Applied Mathematical Research, vol. 3, no.
3: 273–285.

[3] Balatif, O., M. Elhia, J. Bouyaghroumni, dan M. Rachik. 2014. Optimal control strategy for a discrete
SIR epidemic model. International Journal of Applied Mathematics and Modeling, vol.2, no. 2: 1–8.

[4] Clayton, T., S. Duke-Sylvester, L.J. Gross, S. Lenhart dan L.A. Real. 2010. Optimal control of a
rabies epidemic model with a birth pulse, Journal of Biological Dynamics, vol. 4, no. 1: 43–58.

[5] Driessche, P.v.d. dan J. Watmough. 2002. Reproduction numbers and sub-threshold endemic equilibria
for compartmental models of disease transmission. Mathematical Biosciences, vol. 180: 29–48.

[6] Elhia, M., O. Balatif, J. Bouyaghroumni, E. Labriji, dan M. Rachik. 2012. Optimal control applied
to the spread of influenza A (H1N1). Applied Mathematical Sciences, vol. 6, no. 82: 4057–4065.

[7] Elhia, M., M. Rachik, dan E. Benlahmar. 2013. Optimal control of an SIR model with delay in state
and control variables. ISRN Biomathematics. vol. 2013, Article ID 403549, 7 halaman.

[8] Hansen, E. dan T. Day. 2011. Optimal control of epidemics with limited resources. J. Math. Biol.,
vol. 62: 423–451.

[9] Kermack, W.O. dan A.G. McKendrick. 1927. A contribution to the mathematical theory of epidemics.
Proc. Royal Soc. London, vol. 115: 700–721.

[10] Laarabi, L., E.H. Labriji, M. Rachik, dan A. Kaddar. 2012. Optimal control of an epidemic model
with a saturated incidence rate. Nonlinear Analysis: Modelling and Control, vol. 17, no. 4: 448–459.

[11] Laarabi, H., M. Rachik, O.E. Kahlaoui, dan E.H. Labriji. 2013. Optimal vaccination strategies of an
SIR epidemic model with a saturated treatment. Universal Journal of Applied Mathematics, vol. 1,
no. 3: 185–191.

[12] Lawot, N. 2006. Mathematical modeling of smallpox with optimal intervention policy. M.Sc. Thesis.
Department of Mathematics, College of Sciences, the University of Central Florida, Orlando, Florida.

[13] Nainggolan, J., S. Supian, A.K. Supriatna, dan N. Anggriani. 2012. Kontrol optimal vaksinasi model
epidemiologi tipe SIR. Prosiding Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika, Jurusan
Pendidikan Matematika FMIPA UNY.

[14] Owuor, O.N., M. Johannes, dan M.S. Kibet. 2013. Optimal vaccination strategies in an SIR epidemic
model with time scales. Applied Mathematics, vol. 4: 1–14.

[15] Ozair, M., A.A. Lashari, I.H. Jung, dan K.O. Okosun. 2012. Stability analysis and optimal control of
a vector-borne disease with nonlinear incidence. Discrete Dynamics in Nature and Society, vol. 2012,
Article ID 595487, 21 halaman.

[16] Saddiq, S.F., M.A. Khan, S. Islam, G. Zaman, N. Khalid, S.I.A. Shah, dan Z. Haq. 2013. Optimal
control of an epidemic model of leptospirosis with time delay. Life Science Journal, vol. 10(3s): 292–
298

[17] Shonkwiler, R.W. dan J. Herod. 2009. Mathematical Biology. An Introduction with Maple and Matlab.
2nd Edition. New York: Springer.

[18] Ullah, R., G. Zaman, dan S. Islam. 2013. Stability analysis of a general SIR epidemic model. VFAST
Transactions on Mathematics, vol. 1, no. 1: 16–20.

[19] Vinter, R. 2010. Optimal Control. New York: Birkhäuser.
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