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ABSTRAK 

Dalam tulisan ini, difokuskan pada analisis Bayesian dari regresi binomial dcngan kcsalahan klasifikasi pada peubah 
respon dan error{ree pada peubah-peubah penjelas (Cftl•ariate:;). Pendekatan data augmented mem~rikan kemudahan 
bentuk sebaran prior dan memberikan kesimpulan unluk parameter-parameter yang menggambarkan hul:>ungan antara 
peubah-peubah penjelas dengan peubah respon dan untuk kesalahan pada peluang. Selanjutnya. pcndekatan ini 
berlaku untuk setiap model -~~i:ti~r terampat (ge11eralized li11rar mt1de/J. Pemilihan li11k/1111cti1111 cukup mempengaruhi 
pendugaan parameter. Secara umum, kesalahan klasifikasi mcnyebabkan pendugaan parameter mcnjadi tidak \'alid. 

Kata-kn ta kund: ge11er11/ized li1!e11r model, regresi bi1101nial, analisis Bayesian, kesalahau klasijikasi. 

1. PENDAHULUAN 

!/] .; .i ( .. v; r~, ! 

Model l~i9f terampat terdiri atas tiga komponen yaitµ komponen acak, komponen sistcmatis, dan fungsi 
hubung "(fink ft111ction) (McCullagh dan Nelder/ J987)/Pada tulisan ini, bertindak sebagai komponen acak 
adalah peubah respon yang memiliki hanya ~mungkinan nilai yaitu 0 (gaga!) dan 1 (sukscs). Olch 
karena itu, diusulkan untuk menggunakan rcgresi binomial. 

Klasifikasi muncul secara natural dalam banyak situasi. Ketika informasi dikumpulkan, biasanya data tidak 
bebas dari kesalahan (misclassification). Kesalahan ini dapat terjadi dikarenakan bcbcrapa sebab, sepcrti 
dalam kegiatan survei konsumen : konsumen tidak mengerti pertanyaan dalam kuesioncr, atau tcrjadi 
kesalahan pencatatan secara intensif. 

Dalam tulisan ini, diusulkan menggunakan analisis Bayesian pada regresi binomial dengan misklasifikasi 
pada peubah respon dan bebas kesalahan (error-free) pada peubah-peubah penjclas. Artinya, adanya 
kesa1ahan klasifikasi pada peubah respon tidak ada hubungannya dcngan peubah pl'njclas. Kcsalahan 
klasifikasi memberi dampak pad!].pcngambilan kesimpula~!. ba)ikan,.~esalahan klasifikasi pada scbagian 
kccil data sckalipun (Paulino et al,~]..-· -- - , · ·"'~ ( U _,,'/ 
Permasalahannya adalah seberapa besar kesalahan pada pcngambilan kcsimpulan (hasil pcndugaan 

parameter) yang ditimbulkan kesalahan klasifikasi pada pcubah rcspon. Adakah pemilihan link f1111ctio11 
pada kasus regresi binomial dengan kesalahan klasifikasi juga bcrpcngaruh pada pcndugaan parameter. 
Selain itu, apakah banyaknya ukuran sampet berpengaruh juga pada pendugaan parameter. Bcrdasarkan 
permasalahan tersebut, tujuan dari tulisan ini adalah mcncari tahu pemilihan link f1111ctio11 dan ukuran 
sampel pada regresi binomial dalam menentukan pengambilan keputusan (hasil pcndugaan parameter), 
dengan menggunakan studi simulasi. 

2. TINJAUAN PUSTAKA 

2.1. Model Regresi Binomial dengan Kesalahan Klasifikasi 

Misalkan data regresi (11k,N,...,xk ), k = l, ... , N, dimana nJ; mcrupakan banyaknya kcjadian su~scs 

dari sebaran binomial sating bebasr Binomial ( N1:.,f/J1; ), x.t dikctahui sebagai vcktor pcubah penjelas 
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berukuran P x I. Kesalahan klasifikasi peubah respon diakomodasi dengan membagi proses 
T 

pengumpulan data ke dalam dua tahap : an unobseroed sampling stage berkaitan dengan true response Y 
y" 

diikuti oleh a reporting stage dimana pengamatan dan kemungkinan kesalahan dicatat. 

Jika J'=ldiasosiasikan sebagai "sukses" dan B1.:; =P()'r =ifxt),k=l, ... ,N,i=0,1, dengan 

'\' {) -1 dan ). = P(;•' = 1"lv' =i x ) k =I N i i =0 l dengan '\' ; - I• maka peluang sukses ~; .... - "hj ~ ,,., , ••• , ' '· •• ~;·t.,-

dari pengamatan respon individu dengan peubah pcnjclas X1; adalah 9t = L. ;.hleb. Jadi model peluang 

untuk regresi data pengamatan 0 = ( nt, Nt) digambarkan sebagai perkalian likelihood binomial 

(1.1) 

dengan.e dan A adalah himpunan parameter bcrturut-turut dari B1.-; dan A.1..-;;· Metode standar yang 

menganalisis hubungan antara peubah respon dcngan bcberapa peubah penjclas adalah menggunakan 
model linier terampat {GLM). Dalam kasus ini, dapat dickspresikan nilai harapan proporsi sukses adalah 

dimana (.3 adalah vektor koefisien regresi berukuran p x I, dan g(g) adalah fungsi distribusi kumulatif 

sebarang. Dalam kasus ini dipilih fungsi g(g} sebagai berikut 

x' -{log( cxp{x'll}) 
g(. P)- <l>(x'll) 

( 1.2) 

Selanjutnya, diasumsikan bahwa e dan A adalah saling bcbas, dimotivasi olch tcrjadinya kcsalahan 
klasifikasi. 

Bedrick et al (1996) mengusulkan n1c1odc untuk 1ncnga1usi 1nasalah kcsalahan klasilikusi ini n1cnggunakan condi1ional 
means prior {CMP). yaitu 

I) Pilih p vektor peubah pcnjclas x1; I = I, ... , p; 

2) Menetapkan priorpada { 81(x;p), ... ,81 U~Pl}; 

3) Dapatkan the il'~'f7d. prior pada p dengan n1enggunakan tire chnt1se--0f-vnrinl1!t•s n1£'l11od. 

Menurut Paulino J(2003} kehadiran kesalahan klasifikasi (n1isclnss({icntio11} peubah respon, serta model 
peluang pada persamaan (1.1) menerangkan bah\va kl'Salahan klasifikasi menyebabkan distribusi posterior 
menjadi kompleks yang membuat tidak mungkin menyimpulkan sccara langsung menggunakan mctode 
analitik. Kita akan melihat pada subbab bcrikutnya bagaimana penggunaan data augmentation dapat 
mengurangi masalah ini dengan cara memisahkan parameter fJ dan A. dalam likclihoodnya. 

2.2. Data Augmentation 

Misalkan mtij banyaknya pengamatan dcngan Fv' = i dan Fv0 = j diantara pengamatan- pcngamatan 

tersebutdenganpeubahpcnjelas X.( .. Kitamcmpunvai 111 =' 111 -,, dan 111 =I•·: -n ,tl1£'nu~n1t•11ted 
• l·I L..,, l,I - I l·'l l l < 

data m = (m,, ) adalah sampel hipotetik dari distribusi multinomial M{N (A o )l dengan likelihood, 
~ I• I• '' j 

L(p,>.Jm) x 0 {e, (x;P)i-·· 0 >.~~ . ... J .•./ 
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Likelihood ini menunjukkan bahwa pendekatan data augn1entation dapat menjadi tujuan kita, hal ini 

menyebabkan L (p,>.Jm) = L(PJm) XL ( >.Jm) menafsirkan dengan baik the induced prior pada J3. 
Kenyataannya, distribusi posterior dari augn1ented data adalah 

.ir(p,>.Jm) cc .ir(/JJm).ir(>.)fl"-Z;'. (1.3) 

tJ.j 

dimana .ir (A) adalah distribusi prior bagi A. 

ah d
. {J._.,j = 0,1}. Vk,i. 

Untuk t ap mendapatkan parameter A, 1asumsikan sating bebas antar 'l Dalam kasus 
ini, distribusi posterior dengan m tertentu adalah perkalian antara distribusi bagi beta dengan parametemya 
yang diperbarui oleh m. 

Bersyarat pada data yang teramati, the augr11ented data memiliki distribusi menurut distribusi binomial yang 
saling bebas untuk setiap k, yaitu 

(1.4) 

Dari konfigurasi ini, sekarang memungkinkan untuk menyimpulkan berdasarkan algoritma data 
augn1e11tation (Tanner, 19%), disebut the chained data augmentation algorithm (CDA) yang tahapannya sebagai 
bcrikut: ~ . 

1 
• ...,. // / 

-·.(___ 

1) Pilih nilai a\val P
0 

dan ).o; 

2) Untuk i =I, ... ,t: 

a) Imputation step 

i) Sampel m' dari distribusi binomial yang saling bebas pada (1.6) bersyarat 

P;-i l.;-i dan /1 , , , 
b) Posterior step 

i) Sampel I.; dari distribusi beta yang saling bebas bersyarat m;; 

ii) Sampel W dari Jr ( .B Im )pada (1.5) bersyarat m;. 

Kcmudian, n( p, i .. lm;) akan konvergen ke 1((p, 1 .. ln }untuk i menuju tak hingga (Tunner dan Wong, 

1987). 

2.3. BAYESIAN MODEL 
I 

Dcngan mcmanfaatkan skcma data augmenlalion dan menurut Holmes (2003 ), misalkan the Bayesian logistic 
111odel scbagai bcrikut 

y, : Bernoulli (g 1
(1}1 )) 

'h = :1,p 
p : 1r(P) 

(1.5) 

dcngan y
1 

e { 0.1}. k = 1, ... , N adalah variabel respon biner yang dikumpulkan dari N objek dengan I' 

pcubahpcnjelas x, =(x.,, ... ,x.,,),g(u)=log(u/(1-u)) adalahfungsihubunglogistik, T/, adalah 
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penduga linear dan p merupakan vektor koefisien regresi berdimensi ( p x 1) yang prior nya adalah dari 

distribusi rr(g). 

Model logistik pada (1.5) memiliki kesamaan representasi dengan menggunakan auxiliary variable, yaitu 

-{'; :,>O Yt -
0 ; z, $ 0 

z* = xtP+t1 

.. Jr(<,) 
p : .. (p) 

(1.6) 

Dalam kasus ini, y,. ditentukan bersyarat pada tanda auxiliary variable zk dan JT( Ek) adalah distribusi 

logistik baku, dan di ba,vah kondisi E1:,k = l, ... ,N saling bebas maka distribusi marginal dari y pada 

persamaan (1.6) sama dengan model pada persamaan (1.5). Selanjutnya diperkenalkan variabel 

y,.,k =I, ... , N dan representasi tambahan sebagai berikut: 

z, = x*p +t, (1.7) 

•• N(O,y,) 

r. (211', )' 

II', KS 
p .. (p) 

dengan f// Ii., k = 1, ... , N adalah pcubah acak saling bebas yang mengikuti distribusi Kolmogov-Smimov 
;' - -- .. ···-

(Devroyc, 1?86). fv1enurut Andrews dan Mallows 11974) dalam kasus &1.; mempunyai skala campuran dari 

bcntt.iK ~~)rm.:il dengan distribusi logistik marginal maka distribusi marginal 7f ( P IY) untuk model 

persamaan (1.5), (1.6), dan (1.7) adalah ekivalen. 

Keuntungan bcketja dengan persamaan (1.7) adalah bahwa untuk pemilihan 7r ( P) yang bijaksana, ha! itu 

cocok untuk simulasi yang efisien. Khususnya dalam kasus prior normal pada ft yaitu l!{P) = N ( u, v) 
• distribusi bersyarat f3 adalah tetap normal, yaitu: 

Plz.A.y : N(P. v) 

p = v(v''u+x'\\'z) 

V = (v·• +x'Wx). 

\\' ,. ( ., -•) = utag r1 •.... r. . 

(1.8) 

dengan X = (x'p···,.\'.''.,. )', scdangkan distribusi bersyarat Z1:. adalah truncated normal yang bentuknya 

sederhana (Robert, 1995), yaitu: 

Ip ). 
{

N(x,p,y,)I(z,>0) ; y,=I 
z, ,xt, v'", ~1- oc . 

· N(x,P.r, )I(z, :>O) ; lainnya 
(1.9) 

Hal yang sama juga berlaku untuk the Ba.vesia;i probit niodel, dalam konstruksi/skema data augn1entatiot1. 
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2.4. Simulasi data menggunakan model Bayes 

Misalkan 1';, ... ,YN adalah peubah acak biner yang saling bebas, r,: Bemoulli(p(Y, =1)=¢,)dan t/J, 
terkait dengan peubah penjelas Xi.: = { Xi.: 1 , ••• ,Xq.)' melalui regresi binomial dengan kesalahan klasifikasi. 

Model respon biner p, = '!'(x', Pl dan g(g)='l'-1 adalah fungsi hubung. Model kesalahan klasifikasi 

ditulis dalam bentuk: 

¢, = p, (1-..J,,)+ (I- p,)A,,, (1.10) 

Dcngan p, adalah peluang benar positif untuk pengamalan ke-k, ..J, 0 adalah peluang salah negatif, dan 

Aoi adalah peluang salah positif. 

Berikut dikenalkan peUbah laten pada skema data nugn1entation yaitu c;, i, j = 0, 1 , dimana ct, = I jika 

k adalah benar positif, dimana c~ =I jika k adalah salah negalif, dimana c~1 =I jika k adalah salah 

positif, dan dimana C1~0 = I jika k adalah benar negatif. Schingga setiap unit pengamatan mempunyai 

kl I I ' ( ' ' ' ' ) F . l'k lihood d d' 1· ve or a en c = c 11 ,cw,c111 ,c1K1 • ungs1 1 e apat 1tu 15: 

L(p, A ID) oc IT[ {p,(1-.1,,) + (1- p, )A,,,}" {p,A,, +(I- p,)(1-A,,,)('"] {l.11) .. , 
Misalkan distribusi prior dari f3 adalah N (b0 , 8 0 ), dengan diberikan data D, distribusi posterior 

bersama bagi unol1sl•rval1ft·s c, p, dan A adalah 

;r (c, p, J. f D) c.r. n'(p);r(..!) 

xQ[{p.(1--<,,,)(' {p,A,., r:, {(I - p, )A,,,(' {(I- p,)(1-A,,,)}'~ J 
x( l[y, =I] 1[ c,', +c,~ 1 = l] + l[y, =OJI[ c:0 +c~=1 ]) 

{l.12) 

Untuk dapat mcnja\\'ab tujuan pada tulisan ini, maka dirancang skema simulasi sebagai berikut. Simulasi 
untuk membangkitkan data did<1sarkan model di atas, dengan Jangkah-langkah sebagai berikut : 

i. Ditentukan dua peubah penjelas x., dan Xu dibangkitkan dengan x., : N(2,0.09) dan 

x., : N(3,0.09).unluk dua kasus yaitu kasus ukuran sampel besar: k =I, ... , 100 dan 

kasus ukuran sampel kecil: k =I, ... , 20. 
ii. Nilai peluang didapatkan dengan model 

iii. 11£ = 'f'- 1
(PA) =flu+ /31X1.1 + fi2XA2 

dengan menggunakan link f1111clio11 logit dan probit, maka didapal nilai peluang p,, dan 

ditentukan spesifikasi prior untuk parameter regresi yaitu II= (/30 ,/31, /32 ) = (2, -4, 2). 
Untuk setiap model, t/Je true binary d~eudeut variable y''-ue =yr didapat dari 

T {' ; {J, > 0.5 
1' = 
. 0 ; p, ,; 0.5 

iv. Beberapa hasil pada langkah (iii), ditetapkan sebagai salah klasifikasi yaitu 

Untuk kasus ukuran sampel besar 

· · r' = 0 · . ,.1 = I 7 rula1 dengan · men1ad1 · • 
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Y.r -I y' =0. 5 nilai dengan - menjadi 

Untulc kasus ukuran sampel kecil 

T 0 y' -I 2 nilai dengan Y = menjadi - ' 

3 nilai dengan Yr = 1 menjadi Yr == 0. 

v. Selanjutnya didapat variabel baru y yang mengandung kesalahan klasifikasi yaitu )' * menggantikan 

) 1T dan dapat ditentukan variabel latennya. 

vi. Kemudian diketahui proporsi kesalahan klasifikasi untuk variabel y *, diberikan oleh 

Untuk kasus (1), misalnya 

;., = p(salah positif) = I - specificity = 2. 
45 

A,,= p(salah negatif) =I-sensitivity= 2-
55 

Untuk kasus (2), misalnya 

A,,, = p(salah positif) = I - specificity = ~ 
8 

A,,= p(salah negatif) =I-sensitivity=..:!_ 
12 

vii. Dua kasus kesalahan klasifikasi dicobakan pada kedua model, yaitu 

1) Hasil y' yang dekat dengan border, p, "'0.5, ditetapkan sebagai y salah klasifikasi. 

2) Hasil y' yang jauh dengan border, p, "'0 atau p, "'1, ditetapkan sebagai y salah 

klasifikasi. 
viii. Analisis data : menduga salah klasifikasi, menduga parameter regresi dan ukuran 

kesesuaian model. Ulangan dilakukan sebanyak 200 kali untuk kasus ukuran sampel besar, 
dan ulangan dilakukan sebanyak 50 kali untuk kasus ukuran contoh kecil. 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Sctelah data hasil simulasi didapatkan, dilakukan analisis data untuk menduga salah klasifikasi, mcnduga 
parameter regresinya, dan ukuran kesesuaian model (menggunakan '.ATC). Hasil lengkapnya dibcrikan 
pada label berikul ~ 

Tabel 1. Kesalahan klasifikasi dugaan dan peluang kesalahan klasifikasi dugaan 
Kesalahan Peluang kesalahan 

Fungsi hubung Ukuran klasifikasi klasifikasi AIC 
(link ft111cti011) sampel y°' y'° ,i., A,, 

Kasus 1 : po=0.5 

Lo git N = HXJ 8 (7) 7 (5) 8/50 \1 /53) 7/50 (5/47) 38.6206 

Pro bit 317\ 8151 3/42 r7/55l 8158 (5145\ 69.2256 

Lo git N~20 0(2) 6(3) 0 (2/15) 6/20 (3/5) 15.7033 

Pro bit 2 (2) 3 (3) 2/9 (2/11) 3/11 (3/9) 18.2145 

Kasus 2: p "'0 atau p = 1 

Log it N=lOO 15 (7) 7 (5) 15/ 63 \1I47) 7 /37 (5/53) 58.4184 

Pro hit 19 (7) 7(5) 19/31 \7/45) 7 /69 (5/55) 92.5873 

Log it N=20 6 (2) 0 (3) 6/20 (2/7) 0 (3/13) 17.2404 
Probit 5 (2) 5 (3) 5/10 (2/11) 5/1013/9) 27.2149 

Ketera11gorr: Angko pado kuru11g (.) me11u11jukko11 angko ~lah klasijika:;i .11a11g dilelapkan dalom sinut/a:;i 
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Tabel I menunjukkan bahwa model yang dapat menduga kesalahan klasifikasi dengan Jebih baik (lebih 
mendekati kesalahan klasifikasi yang ditetapkan dalam simulasi) adalah model logistik, untuk kasus (I) 

yaitu kasus dimana individu memiliki p:::: 0.5. Tetapi jika individu yang menjadi salah klasifikasi adalah 

individu dengan P "'0 atau P"' I , maka baik model probit maupun logistik tidak dapat menduga 

peluang salah klasifikasi dengan baik (dugaan jauh dari yang ditetapkan dalam simulasi). Hal inj 

disebabkan oleh individu pencilan (rulai p "' 0 atau p "' I ) menjadi individu tidak pencilan setelah dibuat 

salah klasifikasi, akibatnya akan sangat mempengaruhi hasil dugaan. 

Dari Tabel 1 juga dapat disimpulkan bahwa modei logistik merupakan model Jebih baik dibandingkan 
dengan model probit, karena secara umum nilai AIC model logistik lebih kecil daripada nilai AIC model 
prob it. 

Tabel 2 Rata-rata dan deviasi standar dugaan paran1eter 
Rata-rata Deviasi standar 

Fwtgsi hub~g Ukuran 
(lillk ftr11ctiou) sampel iJ, iJ, iJ, iJ, iJ, iJ, 

(2) (-4) (2) 

Kasus 1 : P"0.5 
Logit N=lOO 2.4841 -4.4988 2.2107 3.2.344 0.6846 0.8548 

Prob it 1.4014 -2.3513 1.1391 1.6112 03891 0.4385 

Logit N=20 2.0099 -3.4463 1.6751 l.86t7 0.4854 0.5663 

Probit 4.1117 -7.9719 3.9753 2.7525 0.8465 0.8922 

Kasus2: p::::Oatau p:::::I 

Logit N=lOO 1.2481 -2.2683 1.1214 2.4904 0.4579 0.6303 

Prob it 1.1846 -2.2195 1.1157 2.7884 0.4942 0.6944 

Logit N=20 1.7364 -5.2727 2.9528 23753 0.5105 0.7259 

Prob it 1.3887 -2.4779 1.1959 1.9041 0.3757 0.5133 

Keferangan: Angka pada kuru11g (.) menu111ukka11 ntlat paran1eler yang dllelapka11 dalant su1utlas1 

Tabel 2 mendukung rangkuman hasil analisis pada Tabcl 1 yaitu bahwa, model logistik dapat menduga 

parameter regresi (/J0,iJi,iJ~)dengan lebih baik (nilai dugaan mendckati nilai parameter yang ditetapkan 

dalam simulasi) dibandingkan dengan model probit baik untuk ukuran sampcl bcsar maupun untuk 
ukuran sampel kecil, untuk kasus (1). Tetapi pada kasus (2), tidak satupun model probit maupun logistik 
yang dugaan parametemya mendekati nilai sebcnarnya (ditetapkan dalam simulasi). Berdasarkan Tabcl I 

dan Tabel 2, secara umum kesalahan klasifikasi menyebabkan pendugaan parameter mcnjadi tidak valid. 
Terutama, nilai dugaan parameter menjadi jauh dad nilai yang sebenarnya jika kesalahan klasifikasi terjadi 
pada peubah respon yang jauh dari nilai border (kasus 2), artinya jika yang menjadi sal;ih klasifikasi adalah 
data pencilan, maka efeknya ke pendugaan lebih signifikan. 

4. KESIMPULAN 

Kesalahan klasifikasi menyebabkan pendugaan parameter menjadi tidak valid karena kesalahan klasifikasi 
membuat peluang terjadi sukses menjadi lebih besar dari yang sebcnamya, terutama jika kesalahan 
klasifikasi terjadi pada peubah respon dari individu yang jauh dari border, yaitu individu yang menjadi 
pencil an. 

Ukuran sampcl besar maupun keciJ memiliki pengaruh yang sama bagi hasil dugaan parameter, artinya 
jika ukuran sampel besar menyebabkan dugaan parameter tidak valid, maka ukuran sampel kecil 
mcmberikan kesimpulan yang sama, begitupun sebaliknya. 
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