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BAB 7

DISTRIBUSI-COMPOUND DAN GENERALIZED
SPASIAL

MUHAMMAD NUR AIDI

7.1. Pendahuluan

Pada bab sebelumnya, penyebaran spatial (konfigurasi spasial)
dimana ditunjukan sebagai ragam sampel quadran. Bab ini akan
mempelajari  distribusi  teoritis mungkin  diperoleh  dengan
menggunakan berbagai asumsi yang jelas.

Dua alternatif prosedur konfigurasi spatial cluster adalah: proses
coumpound dan generalized.

7.2. Definisi dan Notasi
7.2.1 Sebaran Coumpound

Jika R,, adalah peubah acak dengan fungsi kepekatan peluang

(fkp) Py (r1|R;) untuk nilai R,; dimana R, dianggap sebagai peubah
acak dengan fkp P,(r,) maka peubah acak R = R; N R, dengan fkp :

P(r)=P(R=r1) = f_wP1(T|CT2)P2(T2)dT2 Q)
Disebut dengan sebaran coumpund R, dengan
coumpounder R, . Nilai ¢ adalah konstan. Nilai konstant ini
selalu konsisten dengan syarat dari sebaran yang terlibat.
7.2.2 Sebaran Generelized
Jika R, adalah peubah acak dengan fungsi kepekatan

peluang P, (r,), dan jika R, dianggap sebagai peubah acak dengan
fungsi kepekatan peluang P,(r,) maka peubah acak

_ R
R=RiUR; =Y 2 Ryi=Ry1 + Ry +-"+Rpp1 (2

7-1
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dengan fkp
P(r) =PR =71) = X/1=0 P2 (r|r) P1 (1) ©)

Dimana P,,(r|r;)  adalah r, "fold convolution" dari r,, dan P(r)
disebut distribusi generelized R, dengan memperhatikan generalizer R,
dimana R,; (i = 1,2,...,R,) adalah keluarga independent and distribusi
(iid) peubah acak integer yang bebas terhadap R,.

Untuk Sebaran Compound, Jika G(s) adalah fungsi pembangkit
peluang (fpp) peubah acak R dan P(r) adalah fkp-nya maka

G(s) = Zp(r) ST
r=0
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Peubah acak peubah acak R = R; N R, dengan tkp diatas mempunyai
fpp sebagai berikut:

G(s) = Z P(r)s" = z U P, (r|cry)P, (rz)drzl s
r=0 r=0 = =%

6= S P rlers”
~*lr=0

G(s) = JwG1 (slcry) Py (1) dr, 4)

P, (r,)dr,
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Untuk Sebaran Generalized, Jika G(s) adalah fpp peubah acak R dan
P(r) adalah ﬂ<p nya maka

6(s) —Zm)s Z[i NCIAGIE

0Llri=1

6(s) = Z P1<r1>ZP2*(r|r1)s
6(s) = Z P (1) Gy. (sl 5)

Dimana G,.(s|r;) adalah fpp dari P,,(r|ry). Untuk r, yang tetap
maka G,,(s|ry) = [G,(s)]™ sehingga:

7-2
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6() = ) Pi() G sl)

ri=1

6() = ) P 6]

G(s) = G1[G,(s)] ©)
7.3 Sebaran Coumpound Poisson

Jika Ry~ Poisson(Aa) dan peubah acak R = R; N R, dengan fkp

0

P(r) = f Py (rlery)Py(ry)dr %

Sebaran Coumpound Poisson adalah:

G1(s|cry) = G1(s|da) = exp[Aa(s — 1)] (8)

dimana ¢ dan r, diatur sama dengan a dan A sehingga
o8]

G(s) = j Gy (sler) Py (1)dr

G(s) = fmexp[la(s - 1] P,(A)dA
G(s) = My[as — 1)] o)

Dimana M, (6) merupakan fungsi pembangkit momen (fpm) dari fkp P,(r,)
7.3.1.  Sebaran Neyman Type-A
Salah satu dari sebaran coumpound Poisson yang sederhana

dan umum digunakan adalah menghasilkan peubah Poisson baru lainnya
sebagai coumpounder R,, sehingga:

er

Py(r;) = exp |(—v) —l (10)
v,!

dan

M,(0) :f exp(r,0) P,(r,)dr,

7-3
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o]

My(©) = ) exp(r,0) exp [(—v) ';—]
r2=0 z
M,(6) = exp[v|exp(6 — 1)] 1
Sehingga
G(s) = My[a(s — 1)] = exp[v{exp(a(s — 1)) — 1}] (12)

Fungsi G(s) ini adalah fungsi sebaran Newman Type-A dengan fkp
a” = T .
P(r) =exp [(—v) F] = z Al [vexp(—a)]*, jika0°
i=0
=1 (13)
Dan mean dan ragamnya adalah sebagai berikut :
E(r)=m; =va
Var(r) =m; =va(a+1) (14)

7.3.2. Sebaran Binomial Negatif

Sebaran Binomial Negatif diperoleh dari sebaran coumpound
Poisson yang digabung dengan sebaran Gamma, sehingga :

xk)lk_l
Dan
M,(0) =j exp(10) P,(1)dA

00 kqk-1

My (6) = f exp(16)

exp[—Ax] (16)

Jika y = Ax maka dy = xdA schingga:

“ exp (0
M,(6) = jo emr((%y’”em[—y]dy

o, k-1

Ma(9) = fo 1y~(k) exp [‘y (1 - g)] dy

7-4
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9’(

-k ,o — =
wo=(1-9) " [ Lo (1-9) s

-k
M, (8) = (1 - z) = (- a Q)k (17)
Sehingga
G(s) = Myla(s — 1)] = (ﬁ)k

x k a a \k a

G(S):(m) =(1+;—;S> ,jDkapz;maka:
G(s)=(1+p—ps)™” (18)

Persamaan tersebut merupakan fpps sebaran Binomial Negatif

dengan fungsi kepekatan peluang :

k+r+1
Py = (""" )t (19)
Dimana P :L:L danQ :1—P:L:L
xta  1+p x+a  1+p

7.4. Sebaran Generalized Poisson
Jika Ry~ Poisson(v) dan peubah acak R = Ry U R, dengan fkp :

P()=P(R=1)= ) Pp(rlrPy(r) (20)

r1=0

Disebut sebagai peubah acak generalized poison

Gi(s) = ) exp(-v) j—,s = exp[v(s — 1)] (21)
Dan "
G(5) = G,[G5(s)] = exp(w[Gy(s) — 1]} (22)

7.4.1. Sebaran Neyman Type-A

Sebaran Neyman Type-A juga berasal dari sebaran Generized Poisson

P,(r;) = exp [(—co ‘;—] (23)

7-5
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Dengan fungsi pembangkit peluang
G(s) = Myla(s — 1)] = exp[v{exp(a(s — 1)) —1}] (24)

Fungsi peluang Neyman Type-A

P(r) = exp [(—v) %] =zli—![v exp(—a)], jika 09 =1 (25)
i=0

7.4.2. Sebaran Binomial Negatif

Sebaran binom negatif juga dapat dihasilkan dari sebaran Generalized
Poisson dimana “penyamaan®-nya adalah sebaran logaritmik.
Jika

r2

P,(r,) = r2=1,2,..dan0<Q<1) (26)

r2
Maka 375-1 Py(r2) = 1dan 52175 = ~In(1 - Q)

. 1
Sedangkan kita punya b = n-0)
Maka akan diperoleh :
= hQ™2s™  In(1— Qs)
= = —bIn(1 - 2
6:(8) = ) =gy ~ b - 0s) @7
r2=1
Jika diketahui bahwa :
G(s) = exp{v[G,(s) — 1]} (28)
Maka

G(s) = exp[v{—bIn(1 — Qs) — 1}]

G(s) = exp[-vbIn(1 — Qs) — V]

G(s) = exp[In(1 — Qs)™"? — v]

G(s) = (1—Qs)™ exp(~v) (29)

Misalnya k = vb maka v = k/b

k
G(s) =(1—0s)*exp (— E) (30)

Jika b = —[In(1 — Q)]*
G(s) = (1—Qs)¥exp(kIn(1 - Q))
G(s) = (1 —Qs) exp(In(1 — Q")

7-6



*dd| wiz pdupnj undodp ynjuaq WB|PP Ul SIjN3 BAIDY YNIn|as NDID UDIBDYSS YoAupgiadwal UPp upyuwnwniuaw BuwI|I T

‘dd| pofom BupA upbuiguaday upyibniaw yopij undiznbuad 'q

*yo[psoLwu hons uonpfull NBIO Y1y upsijnuad ‘uptodo] upunsnAuad ‘Yoiwi ALY ubsiinuad ‘ubipuUad ‘UbYipipuad upbuiguaday ynjun bAupy undinbuad ‘O

=
Q
=
[}
=
«Q
3
o
=
«Q
c
[=5
T
w
o
o
Q
Q
[}
=
Q
o+
[}
c
w
©
c
=
c
>
o
Q
=
<
Q
[=d
S
=
=}
o+
Q
=]
©
Q
=
o
=
[a]
[}
3
=+
c
=
b3
Qo
=
o
[e]
=
=
o
=]
<
o
[on
c
o+
o
[}
=
w
c
3
[on
o
b

I
0
)
0
T
~
o]
9
=
o
(=
3
g
=
3
[o}
Q
3
(.QI
=
=
Q
Q
=
«Q

(1060g ueluenad Inyisu|) gdi Hijtw eydio yey @

AlIs1aAlun [ean)nouby Jobog

G(s)=(1-Qs) "1 - Q)

G(s) = (11—_(()25)k - (1 —st>k GD

Jika Q =p/(1+p)
G(s)=1+p—ps)*k (32)

Ini disebut fungsi sebaran binom negatif.
7.5 Sebaran Coumpound dan Generalized Lainnya

Prosedur untuk mebuat sebaran Neyman Type-A dan
Binomial nehatif sebagai distribusi Compound dan Generalized
Poisson dapat dilakukan dengan banyak cara dari bernagai sebaran untuk
membuat sebaran peluang diskret lainnya.

Contoh:

Dengan asumsi sebaran lainnya untuk peubah yang digabungkan dan di
generized dan dengan mengganti fungsi pembangkit momen dan fungsi
peluang  sebaran  tersebut ke persamaan  G(s) = My[a(s —1)] =
exp{v[G,(s) — 1]}, membuat sebaran compound dan generalized Poisson

lainnya.

Prosedur lainnya adalah kita sepakat sebaran compound dan

generalized bukan sebaran Poisson
7.5.1. Sebaran Poisson — Binomial

Jika Ry~ Poisson(v) dan R~ Binom(np), maka sebaran
generalized Poisson untuk peubah acak R = R; U R, dengan fkp:

G(s) = exp{v[Gz(s) — 1]} = exp{v[(1 —p + ps)" — 1]}  (33)

Dengan fungsi peluang binom-poisson:

Pa) = explv] Y 2 (") - pyne (34)

i=0
Dengan mean dan variance:

E(r) =m, =vnp
Var(n=my=vnp[l+@-1)p]

7-7
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Jika R;~ Binom(nr,,p), dan R,~ Poisson(v) maka sebaran

coumpound binom untuk peubah acak R = R; N R, mempunyai fmp:

G(s) = .[ Gy (s|c 1) Py (1) dry

6= (1= p+ps) Py(r)dr,

had r2
6(s)= ) (1=p+ps)™ exp(-v)
r2=0
G(s) = exp{v[(1 —p +ps)" — 1]} (35)

Jadi kesimpulannya

Poisson (v) U Binom(n, p)= Binom (nr,, p)N Poisson (v)
7.5.2. Sebaran Poison - Binom Negatif

Jika Ry~ Poisson(v) dan R,~ Binom Negatif (k,p),  maka
sebaran generalized Poisson untuk peubah acak R = R; U R, dengan fkp:
G(s) = exp{v[G,(s) — 1]}

= exp{v[(1 —p +ps)* — 1]} (36)

Dengan fungsi peluang poisson — binom negatif:
vl k4 —1
P) = expl-v] ) ("

- Jora-pykr @)
i=0

r

Dengan mean dan variance:
Er)=m =vkp
Var(r)=m,=vkp[l+ (£+1)p

Jika Ry~ Binom Negatif (kr,,p) dan R,~ Poisson(v) maka sebaran

coumpound binom negatif untuk peubah acak R = R; N R, mempunyai fmp:

G(s) = f Gy (slc 1) Py (ry)dr

6= (1= p+ ps)T Py (ry)drs

7-8
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G(s) = ;0(1 —p+ps)h exp(—v>';7
G(s) = exp(w[(1 — p + ps) % — 1]} (39)

Jadi kesimpulannya
Poisson (v) U Binom Negatif(k, p)= Binom Negatif (kr,, p)N\ Poisson (v)

7.6 Contoh Kasus

Pemeriksaan distribusi titik rawan kecelakaan di Yogyakarta
dengan menggunakan uji kesesuaian chi-square. Jika diketahui mean
data dengan sebaran Poison ml=1a dengan data sampel My = p,
maka formula untuk mendapatkan frekuensi harapan adalah:

NP(r) = N exp(ifi,) 2, (39)
r=0,1,2, ...

Sedangkan statistik uji chi-square dengan menggunakan formula:

v I - NP(OP
=) e e

Dimana:

W+1 = jumlah grup/kelas jumlah titik rawan kecelakaan

fr = jumlah pengamatan dalam hal ini jumlah grid pada tiap-tiap kelas
jumlah titik rawan kecelakaan.

Nilai chi-square ini akan dibandingkan dengan nilai chi-square
tabel dengan a=0.05 dan derajat bebas W-1. Jika nilai chi-square
hasil perhitungan lebih besar dibandingkan nilai chi-square tabel
maka kits dapat simpulkan bahwa pola data titik rawan kecelakaan tidak
acak dengan distribusi Poison.

7-9



*ad| wizi bdun} undodo Fnjuaq WP|OP 1Ul I PAIDY Ynin|as hbjo upibogas YoAupgladwau uop unygwnwniuaw BupI|Iq T

‘dd| pofom BupA upbuiguaday upyibniaw yopij undiznbuad 'q

*yojosoLW h3PNSs UBNhB[UI} NI iy upsiinuad ‘ublodp| upbunsniuad ‘Yol PAIBY ubsiinuad ‘upiiEuad ‘upIpipuad ubbuiuaday ynjun phupy uondiznbuad ‘O

g
Q
by
o)
T
=tz
Q
9
=
o
(=
3
g
G
3
[o}
Q
3
(QI
=
=
Q
Q
=
Q

(10609 uejuepag 3musul) gdi 1w eydid yeH @

9
Q
=
[}
=
«Q
3
(]
3
«Q
=
[=5
T
w
(0]
o
Q
g
Q
=
Q
o+
[}
c
w
w,
(=
=
(=
>
o
Q
=
<
Q
o
=
=
2.
o
Q
=
T
Q
=
(V]
=}
[a]
[}
3
=
(=
=
b3
Qo
=
Q.
[e]
=]
=
(]
5
o
c
(=
o
[}
=]
w
c
3
o
(]
b

AlIsiaAiun |ean)nolby Jobog

E110°220/42E110°21:183

Gambar
pengumpulan Hub sepeda. Dalam studi ini, wilayah kota Yogjakarta dibagi

7.1

-~

A5

adalah gambaran

EA10:23:427

S47:42%

titik rawan kecelakaan hasil

dalam 156 grid kotak, sedangkan simbol segi tiga (merah) merupakan titik-

titk rawan kecelakaan, dan jumlahnya ada 29 titik rawan kecelakaan.

Sehingga peluang untuk mendapatkan titik rawan kecelakaan di Yogjakarta
adalah 0.186.

Tabel 7.1. Perhitungan sebaran Poisson dan Binomial

Poisson Binom
1 titik n=73
titt 2
Jm Jumlah Aa = 0.1859 0.1859
rawan . p= = 0.06197
Grid
kecelakaan
Nilai F—FE)2 Nilai F —E)?
p(x) |Harapan (E) F p(x) |Harapan (E) E
0 134 0.830 129.5 0.15 0.825 128.8 0.21
1 17 0.154 24.1 2.08 0.164 25.5 2.84
2 3 0.014 2A 0.011 1.71
3 2 0.001 0.0. 0.000 0.0
X? 2.24 X? 3.1
X?(0.05,1)3.84 X7 (0.05, 1)3.84
7-10
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Untuk mengetahui sebaran grid dengan titik rawan
kecelakaan, maka hipotesis yang kita gunakan adalah:
H,: Konfigurasi Data titik rawan kecelakaan berdistribusi Poisson
H,: Konfigurasi Data titik rawan kecelakaan tidak berdistribusi Poisson.

Diketahui bahwa distribusi Poison mempunyai momen ke-1
ml = ~Cl = 0.1859. Tabel 3.1 diatas menunjukan perhitungan
statistik uji chi-square. Untuk distribusi poison diperoleh bahwa
nilai chi-square sebesar 2.24. Jika dibandingkan dengan nilai chi-
square tabel dengan (x=0O.0S dengan derajat bebas db=1 maka
nilainya 3.84, sehingga keputusannya adalah kita tolak Ho bahwa
data titik rawan kecelakaan menyebar acak dengan distribusi Poison.

Uji berikutnya adalah menguji apakah distribusi titik
rawan kecelakaan menyebar Binomial. Paramater untuk sebaran
Binomial disini adalah n dan p dimana n jumlah grup/kelas untuk
titik rawan kecelakaan, dalam hal ini n=3, sedangkan p adalah
peluang ditemukan titik rawan kecelakaan p(x), dalam hal ini sebesar
m1/n=0.06197. Tabel 7.1 diatas menunjukan perhitungan statistik
uji chi-square. Untuk distribusi binomial diperoleh bahwa nilai chi-
square sebesar 3.1. Jika dibandingkan dengan nilai chi-square tabel
dengan (-x=0.05) dengan derajat bebas db=1 yang bernilai 3.84,
sehingga keputusannya adalah kita tolak Ho atau data titk rawan

kecelakaan tidak menyebar acak dengan distribusi Binomial.
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