*dd| wiz pdupnj undodp ynjuaq WB|PP Ul SIjN3 BAIDY YNIn|as NDID UDIBDYSS YoAupgiadwal UPp upyuwnwniuaw BuwI|I T

‘dd| pofom BupA upbuiguaday upyibniaw yopij undiznbuad 'q

*yo[psoLwu hons uonpfull NBIO Y1y upsijnuad ‘uptodo] upunsnAuad ‘Yoiwi ALY ubsiinuad ‘ubipuUad ‘UbYipipuad upbuiguaday ynjun bAupy undinbuad ‘O

=
Q
=
[}
=
«Q
3
o
=
«Q
c
[=5
T
w
o
o
Q
Q
[}
=
Q
o+
[}
c
w
©
c
=
c
>
o
Q
=
<
Q
[=d
S
=
=}
o+
Q
=]
©
Q
=
o
=
[a]
[}
3
=+
c
=
b3
Qo
=
o
[e]
=
=
o
=]
<
o
[on
c
o+
o
[}
=
w
c
3
[on
o
b

I
0
)
0
T
~
o]
9
=
o
(=
3
g
=
3
[o}
Q
3
(.QI
=
=
Q
Q
=
«Q

(1060g ueluenad Inyisu|) gdi Hijtw eydio yey @

AlIs1aAlun [ean)nouby Jobog

BAB 5

FUNDAMENTAL DISTRIBUSI PELUANG
MUHAMMAD NUR AIDI

5.1. Pendahuluan

Untuk mendeteksi bagaimana konfigurasi titik dalam ruang apakah
bersifat acak atau random, regular, ataupun custer (kelompok); pertama-tama
kita harus mendefinisikan terminologi matematika tentang bentuk distribusi
peluang.  Prosedure yang biasanya digunakan adalah Distribusi Peluang
Poisson untuk mendeteksi tingkat keacakan. Selanjutnya kita akan
mengembangkan distribusi ini untuk menganalisis ketidak acakan.

5.2. Distribusi Spasial untuk Acak/Random, Regular dan Kelompok
(Cluster).

Bayangkan suatu wilayah studi yang di grid dengan sel berbentuk segi
empat. Asumsikan pada saat awal (t=0) tidak ada sel yang berisi sembarang
titik, dan p(t,t) adalah peluang sebuah sel grid mempunyai r titik selama waktu
t. Asumsi : selama selang waktu (t, t+dt) sebuah titik menempati sebuah sel
tertentu dimana telah mempunyai r titik dengan peluang f(r,t) dt dan bahwa
selang waktu tersebut adalah cukup pendek untuk tidak lebih dari satu titik
untuk menempati satu sel yang diberikan pada selang waktu tersebut.

p (0, t+do) = p(0,9) [1-6(0,)
p (t, t+dt) = p(t,t) [1-f(r,t) dt]+p(r-1, t) £(r-1, t) dt dimana r=1,2,3,.....

dan kiri-kanan dikurangi p(r,t) dan dibagi dengan dt dalam limit dt=> 0, maka
da
2¢ PO, 9 = - £(0,9 p(0,9
d
— P, )= A, O p(r, ) + (-1, ) p(r-1,0) (=1,2,3, .....)

Persamaan % p(0, t) = - £(0,t) p(0,t) dikalikan dengan s’, persamaan -f(r, t) p(t,
t) dikalikan s dan persamaan f(r-1, t) p(r-1, t) dikalikan dengan s* dan secara

-1
umum s ke n.

Penjumlahan :

. )
@t [Z p(r,6) Sr] = (5= DL f0, 0 p(r, 0]
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Dan lebih kompak
da
= Gs0= (s-1) Lis;t)

dimana G(s;)= [Yy—op(r,t) s"] adalah peluang fungsi momen dengan
peubah r dan

L(S;t) :Z;=O f(r; t) P(T; t)sr

Untuk menemukan Gf(s;t) kita harus memecahkan persamaan
diferensial pada % G(s;t) =(s-1) L(s;t). Hasil distribusi apakah acak, regular
atau kelompok tergantung pada asumsi yang dibuat pada f(r,t). Catatan
f (r, t) adalah sebuah peluang dan satu kesatuan dengan nilai r.

Perlu ditekankan peluang bahwa sebuah sel dengan r titik telah
didapatkan dan satu titik lagi masuk pada selang waktu (t, t+dt). Jika peluang
ini adalah independen terhadap titik-titik yang ada dalam sel, maka dikenal
sebagali random dispersion. Pada sisi lain peluang ini menurun pada saat jumlah
tittk dalam sel meningkat didefinisikan sebagai disperse spasial yang regular.
Terakhir, jika peluang meningkat seirama dengan meningkatnya jumlah titik
yang ada dalam sel dikenal sebagai disperse spasial “Cluster”.

5.3. Dispersi Spasial Acak/Random : Distribusi Poisson

Asumsikan : peluang bahwa sebuah sel menerima satu titik dalam
selang waktu (t, t+dt) adalah benar-benar independen dari sejumlah titik yang
telah ada dalam sel.

Maka

f(r, t) = £(t)

L(s;t) = Ypeo f(r, ) p(r, £)s™ =£(r) G(st)

Persamaan % G(s;t)= (s-1) L(s;t) menjadi % G(s;0)= (s-1) £(t) G(sst)

dan solusi

G(st) = exp [s-1) f,, f(t)dt]

Untuk sembarang titik dalam waktu £
G(s; £) = G(s) = exp [Aa(s — 1)]
Dimana Aa:fotf(t')dt’
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Persamaan G(s; ) = G(s) = exp [Aa(s —1)] adalah fungsi
pembangkit momen dari distribusi Poisson dengan parameter Aa. Dengan
demikian

p(t, D= p)= exp(-a) 2L

r!

r=0,1,2, .....

b b b
Untuk mengecek fungsi pembangkit momen dari distribusi Poisson

G(5) =520 p(r)s”

Aa)"
r!

Maka
G(s) = Y — M r— — ©
() = Lr=o €xp(—1a) S = exp( Aa) Yr-o
= exp(—4a) exp (Aas)
=exp [Aa(s — 1)]

Dengan menggunakan hubungan yang standar

Exp (x) = Slg

n!

Dengan hubungan yang telah dikenal
a >
B[] = m, = - G(s)|s=1=G"(1)

Dan
Var (r) = m, = G*()+G’(1) —[G’ (1)

Maka

G’(s) = Aa exp[la (s — 1)]

m, = G’(1)= Aa exp(0)= Aa
G”(s) = (Aa)? exp[Aa (s — 1)]
G7(1) = (Aa)?

Maka
m, = G’()+G1)- [G)]* = (Aa)*+ 1a-(Aa)? = Aa
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5.4. Dispersi Spasial Reguler : Distribusi Binomial

Asumsi :

Peluang bahwa sebuah tittk menempati ke dalam sebuah sel adalah
independen terhadap waktu dan peluangnya menurun secara linier dengan
jumlah titik yang telah ada dalam sel.

Secara khusus, katakana c¢/b adalah integer dan
c—bruntukc>br =0

f@,t) =
0, selainnya
Maka

L(s;) = Xr=olc =br) p(r,0)s” = cXroo  p(r0)s” = b Xy_o(r) p(r, t)s”
= ¢ G(s;t) — bs %G(s;t)

Maka persamaan %G(s;t): (s-1) L(s;t) menjadi

2G(sit) = (s-1) [e Glsst) - bs 2-G(s:0)]

Dengan solusinya :

G(s;t) = {exp (-bt)- [exp(-bt)-1]s}

Dengan demikian untuk sembarang titik dalam t waktu kita dapat
mensubstitusikan

p = 1- exp (-b £) dan n=c/b

Untuk mendapatkan
G(s;t) = G(s) = (1-pt+ps)”

Persamaan G(s;t) = G(s) = (1-p+ps)” merupakan fungsi pembangkit momen
dari distribusi binomial

p@ = (") pT A=) =0,1,2,..0n

Untuk check apakah persamaan di atas fungsi pembangkit momen dari binomial
G = Nrop()s” = i (1) P @ —p)" s

=% () )@ —pyv

= (I-pFps)’
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Turunan dari

G(s) =np (I-ptps)™”

G'(1) =np (1) =np

E({) =G’(1) =np

G”(s) = np(n-1)p(1-p+ps)™”

G”(1) = n(n-1) p*

Var () = m, = G”()+G ()-[G (D]
= n(n-1)p’+np — (np)’
= np(l-p)

Perhatikan
var(r) np(l—p)

X np

1-p

Yang mana lebih kecil dari 1.

Bila n besar dan p kecil, maka, jika n — o dan p#0 maka np = Aa. Dengan
demikian sebaran Poisson cukup rasional sebagai pendekatan sebaran
Binomial.

Bukti :
G(s) = (I-ptps)”

Jika jika n =400 dan p=» 0 dan np = Aa adalah fix
o4 _ Aa(1-s) n

(1-p*ps) [1 0 ]

Dan

lim |1 —-—————| =exp[la(s—1)]

5.5. Dispersi Spasial Cluster (Kelompok) :Distribusi Binomial Negatif

Asumsi :

Peluang sebuah titik dialokasikan pada suatu sel adalah independen
terhadap waktu dan peluang meningkat secara linier dengan jumlah titik yang
telah ada dalam sel.

f(r,t) = c+ br (c>0, b>0)
Maka

Konfigurasi Titik dalam Ruang Bab 5 Halaman 5
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L(s;t) = Ygeo(c + br)p(r, t)s" = c Yy op(r, t)s" + b Yy_or p(r, t)s”
= ¢ G(si) + bs =G s:0)

Dan persamaan %G(s;t)z (s-1) L(s;t) menjadi
9
0s
Dengan solusi

G(s;t) = [exp bt- (exp bt -)s] "

Gs)= (5-1) [eGlsi) + bs =-G(s:0)]

Untuk sembarang titik dalam Ewaktu, kita melakukan substitusi
p=exp bt -1 dank = ¢/b

Maka
G(s;t) = G(s) = (1+p-ps)”

Persamaan G(s;t) = G(s) = (1+p-ps)™ merupakan fungsi pembangkit momen
distribusi binomial negative

po =T (E) ()

kita menghitung fungsi pembangkit momen

0= Brap®)5 = 25T () ()

=(5) == ()]

= (ﬁ)k [1 - (1%)) S]_kz (1 +p-ps)’k

Turunan G(s) untuk mendapatkan rataan dan varian
Ef) =m=G(1) =kp

Dan
Var (t) = m, = G”(1)+G’(1)—[G’(l)]2 =kp (1+p)
Catatan

var

E3

Ketika k besar dan p kecil, k> 0 & p=> 0
Maka kp = Aa fix

Konfigurasi Titik dalam Ruang Bab 5 Halaman 6
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Maka

(1+p-ps)= (14722

Dan
lim(1 + 2237 5) ! da(s — 1)
im = = expla(s —
k—%,p—0 a exp(Aa(l —s)) P

Yang merupakan fungsi pembangkit momen poisson
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