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Abstrak 

Saat ini, mengukur dan mengelola risiko keuangan berada di garis depan 
penelitian keuangan kuantilatif, terutama pada saa1 terjadi gejolak di pasar keuangan. 
Teknik-teknik pemodelan risiko tradisional bergantung pada asumsi bahwa imbal 
hasil (return) menyebar normal (asumsi kenormalan). Hal ini sulit dipenuhi pada 
situasi riil, terutama pada pasar keuangan yang mengalami distress, seperti yang 
ditunjukkan pada krisis keuangan baru-baru ini. Mengevaluasi instrumen keuangan 
dan portofolio yang kompleks dibutuhkan analisis peubah ganda (multivariate 
analisis). Fungsi sebaran bersama copula memberikan cara yang tidak sulit untuk 
memisahkan perilaku fungsi peluang marginal dari fungsi sebaran bersamanya. 
Menggambarkan pergerakan/dinamika harga aset menggunakan Geometric 
Brownian motion mempunyai kelemahan yang serius, yaitu asumsi kenormalan dari 
sebaran imbal hasil, akibatnya tidak dapat digunakan untuk menganalisis data riil dari 
harga aset yang mengalami lompatan (jump) besar. Proses Levy dapat memecahkan 
masalah analisis data harga aset yang mengalami lompatan (jump) tersebut, Pada 
penelitian ini kami menggabungkan pemodelan Levy dengan pemodelan copula 
untuk sebaran bersama dari imbal basil, yang disebut dengan Levy copula. Cara 
sistematis untuk menggambarkan struktur ketakbebasan dari 2 peubah acak adalah 
menggunakan fungsi copula Pengembangan gagasan ini untuk kasus proses Levy 
adalah gagasan Levy copula yang menyediakan cara sistematis untuk membentuk 
proses Levy multivariat dari proses Levy satu dimensi. Hasil simulasi 
memperlihatkan bahwa jika komponen pembentuk Levy multivariate berbeda maka 
proses lompatannyajuga berbeda baik frekuensi maupun besar lompatan. 

Kata kunci : manajemen risiko, ketidakbebasan (dependence), lompatan (jump), 
Levy copula. 

A. PENDAHULUAN 
Setiap kegiatan manusia, individu maupun kelompok/institusi, selalu menghadapi 

ketidakpastian yang dapat menimbulkan kerugian maupun keuntungan. Ketidakpastian yang 
dapat menimbulkan kerugian disebut dengan risiko. Salah satu upaya manusia untuk 
memperkecil risiko yang akan dihadapinya adalah dengan cara melakukan managemen risiko 
(mengelola risiko). lsu sentral dalam managemen risiko modern adalah pengukuran risiko. 

Ada beberapa ukuran risiko yaitu Value at Risk (VaR), Mean-VaR, Expected Shortfall 
(ES), clan Iain-lain. Ada beberapa pendekatan dalam pengukuran risiko, di antaranya adalah 
pengukuran risiko berdasarkan sebaran kerugian (loss distribution), clan VaR adalah salah satu 
ukuran risiko yang berdasarkan sebaran kerugian. 

Saal ini, mengukur dan mengelola risiko keuangan berada di garis depan penelitian 
keuangan kuantitatif, terutama pada saat terjadi gejolak di pasar keuangan. Permasalahannya 

Makalah dipresentasikan dalam Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika 
dengan tema • Penguatan Peran Matematika dan Pendidikan Matematika untuk Indonesia 
yang Lebih Baik" pada tanggal 9 November 2013 di Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA 
UNY 
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adalah banyak negara atau institusi keuangan menghadapi kegagalan dalam mengelola risiko 
keuangan karena menggunakan metode atau teknik-teknik pemodelan risiko yang tradisional. 
Setiap individu atau institusi yang melakukan transaksi di pasar keuangan, pastilah 
mengharapkan imbal basil (rerurn). lmbal basil yang positifmerupakan keuntungan, tetapi imbal 
basil yang negatif merupakan kerugian (loss) bagi pelaku pasar keuangan tersebut. Teknik-teknik 
pemodelan risiko tradisional bergantung pada asumsi bahwa imbal basil menyebar normal 
(asumsi kenormalan). Asumsi kenormalan ini tidak hanya mensyaratkan bahwa sebaran imbal 
basil (rerurn) mempunyai ekor yang ramping tetapijuga kebebasan asimtotik di bagian ekor. Hal 
ini sulit dipenuhi pada situasi riil, terutama pada pasar keuangan yang mengalami distress, seperti 
yang ditunjukkan pada krisis keuangan baru-baru ini. Jika situasi krisis keuangan terjadi di suatu 
negara, maka negara-negara Jain secara simultanjuga akan berimbas, artinya asumsi ekor sebaran 
imbal basil yang ramping dan kebebasan bagian ekor akan dilanggar dengan kata Jain asumsi 
kenormalan tidak dipenuhi. 

Mengevaluasi instrumen keuangan dan portofolio yang kompleks dibutuhkan analisis 
peubah ganda (mullivariare analysis). Menghadapi ketidakbebasan bagian ekor dalam sebaran 
peubah ganda merupakan masalah yang kompleks. Pemodelan peubah ganda dengan COPULA 
merupakan pendekatan yang fleksibel yang merupakan standar dalam aplikasi managemen risiko. 
Fungsi sebaran bersama copula memberikan cara yang tidak sulit untuk memisahkan perilaku 
fungsi peluang marginal dari fungsi sebaran bersamanya. 

Menggambarkan dinamika harga aset merupakan masalah yang menantang. Geomerric 
Brownian mo/ion (metode tradisional yang digunakan sebagai model dalam bidang keuangan) 
mempunyai kelemahan, yaitu asumsi kenormalan dari sebaran imbal basil, akibatnya tidak dapat 
menganalisis data riil dari harga aset yang mengalami lompatan Uump) besar. Proses Levy dapat 
memecahkan masalah analisis data harga aset yang mengalami lompatan Uump) tersebut. 

Pada penelitian ini, kami menggabungkan pemodelan Levy dengan pemodelan copula 
untuk sebaran bersama imbal basil, untuk tujuan managemen risiko. Kami merencanakan untuk 
mengerjakan hal tersebut yang selanjutnya disebut dengan Levy copula. Pemodelan Levy copula 
cocok diaplikasikan pada bidang keuangan yang memerlukan model multidimensi dengan 
lompatan Uump), yang mempertimbangkan ketakbebasan antar komponen faktor risiko. 

Berdasarkan uraian permasalahan di atas, kami mempunyai penelitian besar dengan 
beberapa tujuan: (I) karakterisasi Levy copula, (2) melakukan simulasi sebaran peubah ganda 
(mullivariate distriburion) dari Levy copula, (3) lmplikasi dari penggunaan Levy copula untuk 
managemen risiko alas portofolio kompleks, dengan fokus khusus pada emerging markers' 
porlfo/ios, (4) merancang dan menguji model VaR dengan Levy copula, (5) penilaian dan lindung 
nilai (hedging) dari multi-asset derivative dalam kerangka kerja proses Levy. Pada penelitian ini, 
dikerjakan tujuan (I) clan (2). 

B. PEMBAHASAN 
Copula 
Definisi I (copula). 
Copula adalah fungsi C: [0,1]2 -> [O,l] yang memenuhi: 

(I) C(u, 0) = C(O, v) = 0 (Grounded) 
(2) C(u, 1) = u,C(l, v) = v 
(3) Vu1, Uz, v,, Vz E [0,1], U1 $ Uz, V1 $ Vz 

C(uz, v2) - C(u1, vz) - C(uz, v1) + C(u1, v1) ;:: 0 
(Cont dan Tankov, 2004; Nelsen, 20 IO; McNeil et al, 2005) 

Proses Levy 
Definisi 2 (Fungsi Cadlag) 

Fungsi f: [O, T] -l- IR' disebut 'Cadlag' jika fungsi tersebut kontinu kanan dengan limit kiri 

(right-continuous wilh left limit) : untuk setiap t E [O, T] limit berikut ada 

f(t-)= lim f(s) f(t+)= lim f(s) 
s-+l,s<I s-+t,s>t 

Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika FMIPA UNY 
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clan /(1) = f(t+). 

(Embrechts, 200 I; Kou,2002; Kallsen clan Tankov, 2004; Winkel, 20 IO) 

Definisi 3 (Proses Levy) 

Proses stokastik { X,, I :<: 0} pacla ruang peluang (JR', F, P) aclalah proses Levy jika kondisi 

berikut dipenuhi 
1. x. =0. 

2. Untuk n:<:I,danOs;10 :>11 s; ... s;1 •• vektor acak X, ,X, -X, ,···,X, -X, 
I l t • •I 

saling bebas (sifat inkremen bebas ). 
3. Sebaran clari X,., - X, tidak tergantung pacla s (sifat inkremen stasioner). 

4. Terclapat 0 0 E F dengan P(00 ) =I sehingga untuk setiap w E 0 0 , X,(w) kontinu 

kanan pacla I:<: 0 clan mempunyai limit kiri pacla t < 0 (sifat 'cadlag'). 

(Cont clan Tankov, 2004; Kou,2002 ) 

Proses Levy memungkinkan untuk membentuk model-model yang lebih realistis clari 
dinamika harga aset clan menawarkan penghitungan risiko yang lebih akurat dibandingkan 
dengan model-model berbasis difusi. Proses Levy cukup mudah dikerjakan dibandingkan dengan 
model difusi nonlinier, tapi jika dimensi yang dihaclapi besar maka metode numerik tidak clapat 
dihindari. Ketika ketakbebasan komponen-komponen clari proses Levy multidimensi telah 
ditentukan oleh Levy Copula, proses Levy multidimensi clapat dibentuk. 

Sebagai langkah awal, dilakukan simulasi untuk membentuk proses Levy berdimensi-2 

X, = ( X,. Y,). Struktur ketakbebasan clari X, dan Y, clapat ditentukan oleh Levy Copula F. 

Algoritma simulasi X,, diclasarkan pacla penghitungan jump clari X, clan simulasikan jump 

pacla Y, bersyarat pacla ukuranjump clalam komponen pertama. Misalkan Uj integral tail clari 

X, clan U2 integral tail pacla Y,. Berikut disajikan algoritma untuk membentuk proses Levy 
berdimensi-2 dari komponen-komponennya dengan tingkat ketakbebasan bervariasi 

Algoritma : Simulasi clari proses Levy berdimensi-2 dengan tingkat ketakbebasan tertentu. 

Misalkan r, aclalah banyaknya jump. Tentukan besaran r yang tergantung pada tingkat 
ketelitian yang diinginkan dan kapasitas komputasi. Tentukan level pemotongan : jump clalam 

x, yang lebih kecil claripada u,<-•> ( r.) dipotongldibuang. 

. . k= o r<•> =O 
• D1awah dengan ' o ' 

r<•> <u<-•>(r') 
• Ulangijika ' ' 
• k=k+l 

• 
• 

Simulasikan T, : eksponen standar 

r<•> - r(I> + 1'. • - •-1 • : diclapatkan perubahan jump dalam komponen pertarna 

( ) 
aF(x,y) 

F, y =-~~1 

• 
r12> 

Simulasikan • dari fungsi sebaran 
ax -n•> . 

x- • : didapatkan perubahan 
jump clalam komponen kedua 

• Simulasikan V,. : peubah menyebar seragarn (0,1] (diclapatkan waktu saat jump terjadi) 

Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika FMIPA UNY 
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Lintasan (trajeclory) diberikan oleh 

' x = "1 ul-1> (rl1>) 
t L,, V,SJ I 1 

•·I 
' r. = ". 1 ul-1

> (r<'l) I L,, V,SI 2 I 

•·I 

lmplementasi dari algoritma di atas adalah digunakan proses Y,- stable dan proses 
Poisson majemuk sebagai komponen-komponennya, dan posilive Clay/on Levy copula digunakan 
sebagai penghubung. Bentuk dari posilive Clayton Levy copula adalah sebagai berikut : 

C8 (x,y)= (x·• + y-• -1) untuk 8 > 0. 

Proses Y,- stable 

( 
a I 

V X) = 1 ---yr ).t>O 

Sebaran Levy mempunyai fungsi kepekatan 2vtr x , Integral ekor berdimensi I 
didefinisikan sebagai 

Diintegralkan, didapat 

;x=O 

;x>O 

Inversnya adalah 

Proses Poisson Majemuk 

lmplementasi lain dari algoritma di alas adalah subordinator marginal sama yaitu proses Poisson 
majemuk, dengan distribusijump adalah distribusi Pareto umum. Fungsi sebaran dari distribusi 
pareto umum adalah sebagai berikut 

-11-(1+ ~(x-i)J"' ; jika~;cO 
G,,,,p(x)-

(x-'J 
l-e-P- ;jika~ =0 

dengan p > 0 dan 

Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika FMIPA UNY 
Yogyakarta, 9 November 2013 MT-188 
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XE { 
(r,oo) ;~~O 

(r,r-/J/~) ;~<0. 

Parameter ~ disebut parameter shape, parameter T disebut parameter rhreshold, dan 

parameter fl disebut parameter scale. Proses Poisson majemuk berdimensi-l X, dengan 

intensitas A danjump probabiliry measure F mempunyai fungsi karakteristik berikut 

Integral ekor dari peubah acak positif sebagai berikut 

{ 
oo ·x-0 

U(x)= A.F(x) :x:O 
dengan F(x) = P(X > x). 

(Cont dan Tankov, 2004) 

Dalam kasus khusus bahwa sebatan datijump adalah distribusi Pareto umum (GDP) dengan 

~ > 0 , maka integral ekor adalah sebagai berikut 

00 x=O 
U(x)= A. O<x<r 

( J"~ A. I+ ~(x-r) x>r. 

Jnversnya, u{-I) ( T) Sebagai berikut 

U{-I) (y) = sup{x:U(x) ~y}. 

Penyelesaian ketaksamaan 

adalah 

Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika FMIPA UNY 
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u<-
1

> (r) = ! /3 [(oA )' J r+- - -I 
t; r 

Berikut ini adalah beberapa hasil simulasi, diperlihatkan pada Gambar I sampai dengan 
Gambar 4, dengan komponen-komponennya merupakan 1/2- srable processes yang dihubungkan 
oleh posirive Clayron Levy copulas. Sedangkan Gambar 5 sampai dengan Gambar 8 merupakan 
hasil simulasi dengan komponen-komponennya merupakan proses Poisson majemuk yang 
dihubungkan juga oleh posilive Clayron Levy copulas. 

2 . ' . ' • • 
"F thetzl_0.5" uSlng 1:2 --

1.8 ~ ' •• ..1 • using J. :4 . 

1.6 .... 

1.4 .... _J 

s 
1.2 ,. ~ . 

.a 
1 s 

,_ . 
>< -:;;; 0.8 .... . 
2' 

0.6 .... 

0.4 .... . 

0.2 '-

' ' . . . 
0 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 o.s 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

Waktu , 

Gambar I. Simulasi proses Lavy dimensi dua X, = (X,, Y,) . x, dan Y, adalah i- srable 
processes dengan lompatan positif, dan keduanya dihubungkan oleh Cleylon Levy 
copula dengan e = 0.5. 

1.6 ' ' ' ' ' "F _theta_3.4" using 1:2 --

1.4 .... "F _theta_3.4" using 1:3 J 

1.2 .... 

; 1 .... 

.a 
0.8 8 

.... 
>< 
:;;; 

0.6 2' 
~ 

0.4 I-

0.2 .... 

. 
0 

0 0.1 

~ 

' 

0.2 0.3 0.4 
' 

0.5 

Waktu 

' 
0.6 0.7 
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Gambar 2 Simulasi proses Lavy dimensi dua X, = (X,, Y,). X, clan Y, aclalah ! _stable 
2 

processes dengan lompatan positif, clan keduanya dihubungkan oleh Cleyton Levy 
copula dengan 9 = 3.4. 

1.6 
' . . . 

"F _th"eta_10.o•' ustng 1 :2 --

1.4 - "F _thet:n_l0.0'" using 1 :3 
.J 

1.2 -
-,..J 

z 1 
~ 

- . 
~ 

0.8 z - i= . 
>< 
1ii 
2 0.6 -

0.4 - . 

0.2 - -

0 
. 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 o.s 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

Woktu 

Gambar 3 Simulasi proses Lavy dimensi dua X, = (X,, Y,) . X, clan Y, adalah ! - stable 
2 

processes dengan lompatan positif, clan keduanya dihubungkan oleh Cleyton Levy 
copula dengan 9 = 10.0. 

1.6 

1.4 f-

1.2 .... 

;: 1 ~ 

~ 0.8 ,..... z 
>< 
1ii O.CSi -2 

0.4 -

0.2 -

0 
0 

Gambar 4 

. 

-

' 
0.1 0.2 0.3 

. 

0.4 

. 

0.5 

Waktu 

. 

0.6 

. 
"F _theta_so.o• using 1:2 -
"F _theta_SO.O" using 1:3 ~ 

-

. 

. 

' . 
0.7 0.8 0.9 1 

Simulasi proses Lavy dimensi dua x, = (X,, Y,) . X, clan Y, adalah i- stable 
processes dengan Iompatan positif, clan keduanya dihubungkan oleh Cleyton Levy 
copula dengan 9 = 50.0. 

Gambar I sampai dengan Gambar 4 memperlihatkan basil simulasi lintasan X, = ( X,, Y,) 
dari subordinator dengan '/,.-stable margins clan tak bebas diberikan oleh Clayton Levy copula 
dengan parameter 0 yang berbeda. Pacla gambar tersebut juga diperlihatkan bahwa Iompatan 
yang terjadi sangat banyak tetapi kecil-kecil clan hanya beberapa lompatan besar. Gambar 5 
struktur ketakbebasan paling lemah, ditanclai dengan nilai 0 paling kecil yaitu (} = 0.5, maka 

lintasan X, dan Y, berbeda. Sedangkan Gambar 4 struktur ketakbebasannya mendekati 

sempurna, ditanclai dengan nilai 0 yang sangat besar yaitu (} = 50, maka terlihat bahwa lintasan 

X, dan Y, mirip clan hampir berimpit, artinya pergerakan X, dan Y, saling mempengaruhi. 
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Berilmt ini aclalah basil simulasi proses Lavy dimensi dua X, = (X,, Y,) . X, clan Y, aclalah 
compound Poisson processes dengan lompatan positif, dan keduanya dihubungkan oleh Cleyron 
Levy copula dengan nilai 0 bervariasi. Parameter yang digunakan clalam fungsi 

{ 
0 jika r>A 

u-'(r) = T+f[(~)( -1] jika r~A 

adalah: T = 10, ( = 0.618, p = 1, dan A = 5. 

so . . 
"CPoisson 1-0.s- using 2:2 

45 c- "CPolsson Q.5" ustng 1:3 -- -

40 c-

35 -
;: 30 c-

.a 
25 

~ 
-

]ii 20 -
2 

15 -
~ 

10 -
5 -
0 

. . . . . 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

Waktu 

Gambar 5 Simulasi proses Lavy dimensi dua X, = (X,, Y,) . X, clan Y, aclalah compound 
Poisson processes dengan lompatan posit if, clan keduanya dihubungkan oleh 
Cleyton Levy copula dengan (} =.0.5. 

70 . . . . 
"CPoisson_l.4" using 1:2 --
"CPolsson_l.4" using 1:3 --

60 -

50 -
~ ,_ 
.a 40 - I 
s 
>< 30 ]ii 

"' 
I 

20 c-

10 c-

. . . . . 
0 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

Woktu 

Gambar 6 Simulasi proses Lavy dimensi dua x, = (X,, Y,) . X, clan Y, aclalah compound 
Poisson processes dengan lompatan positif, clan keduanya dihubungkan oleh 
Cleyton Levy copula dengan (} = 1.4. 
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60 . . . . 
"CPolsson_3.4• ustng 1:2 --
"CPolsson_3_4• using 1:3 --

50 -

3 
40 -

>- -.a 
30 ;;-

1ii 
2 20 -

= 
10 .... 

0 . . . 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

Woktu 

Gambar 7 Simulasi proses Lavy dimensi dua x, = (X,, Y,) . X, dan Y, adalah compound 
Poisson processes dengan lompatan positif, dan keduanya dihubungkan oleh 
Cleyton levy copula dengan IJ = 3.4. 
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Gambar 8 Simulasi proses Lavy dimensi dua x, = (X,, Y,) . X, dan Y, adalah compound 
Poisson processes dengan lompatan positif, dan keduanya dihubungkan oleh 
Cleyton levy copula dengan IJ = 20.0. 

Gambar 5 sampai dengan Gambar 8 memperlihatkan hasil simulasi lintasan X, = ( X,, Y,) 
dengan X, dan Y, adalah compound Poisson processes dan keduanya dihubungkan oleh Clayton 

Levy copula dengan parameter 0 yang berbeda. Pada gambar tersebut juga diperlihatkan bahwa 
lompatan yang terjadi terhingga banyaknya dan hampir semua merupakan lompatan besar. 
Gambar 5 struktur ketakbebasan paling lemah, ditandai dengan nilai 0 paling kecil yaitu () = 0.5 
, maka lintasan X, dan Y, berbeda. Sedangkan Gambar 8 struktur ketakbebasannya mendekati 

sempurna, ditandai dengan nilai 0 yang sangat besar yaitu () = 20, maka terlihat bahwa lintasan 
X, dan Y, mirip dan hampir berimpit, artinya pergerakan X, dan Y, saling mempengaruhi. 
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Perbedaan dua hasil simulasi di alas adalah jika proses Levy multidimensi dibentuk dari 
proses individu compound Poisson processes, maka hanya terjadi beberapa lompatan tetapi 
besaran dari lompata tersebut cukup besar, tetapi jika dibentuk dari '/,-stable processes maka 
lompatan yang terjadi sangat banyak tetapi besarannya kecil. 

C. KESIMPULAN 
Proses Levy diusulkan untuk memecahkan masalah analisis data harga aset yang 

mengalami lompatan Uump). Suatu proses jump (lompatan) dikenalkan untuk menghitung return 
yang besar, dibutuhkan alat untuk parametisasi ketakbebasan antar jumps (lompatan-lompatan): 
lompatan Uump) mewakili risiko sistemik dan tidak dapat diasumsikan independen antar 
aset-aset. 

Cara sistematis untuk menggambarkan struktur ketakbebasan dari 2 peubah acak adalah 
menggunakan fungsi copula. Pengembangan gagasan ini untuk kasus proses Levy adalah gagasan 
Levy copula yang menyediakan cara sistematis untuk membentuk proses Levy multivariat dari 
proses Levy satu dimensi. Pembentukan model oleh Levy copula adalah pendekatan umum yang 
membolehkan penentuan struktur ketakbebasan secara fleksibel antar asset return. Ketika 
struktur ketakbebasan komponen-komponen dari proses Levy multidimensi telah diketahui oleh 
Levy copula, maka proses Levy multidimensi dapat dibentuk. 

Hasil simulasi memperlihatkan bahwa jika komponen pembentuk Levy multivariate 
berbeda maka proses lompatannya juga berbeda baik frekuensi maupun besar lompatan. 
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